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Recherche« analytiques sur les expressions du rapport 
le la circonference au diametre trouvees par Wallis et 
örounker ; et sur la theorie de Fintegrale Eulerienne 

(Par Mr, Jean plana k 1W) 



Iia r£duction des Integrales Eulerienne* de premiere eepice au plrfs pe- 
tit nombre possible de tnrasoendantes, pour nno valeur donnee de l'ex- 
poaaut du radioal, est le prinoipal but que je me suis propose* en oompo« 
sant ee Memoire. Apres le principe geWral de cette r^duction deeoorers 
par Euler , la oonsid^ration speciale du oas ou l'exposant da radioal est 
un nombre pair a fait decouvrir u Leyendre une relation oouvelle qui 
re"duisait a la moitie le nombre primitif des traoBoendantes anxiliairee. En 
variant la maniere dont oo pent de'montrer oet important resultat de La- 
gendre, fai remarque" une oombioaison propre u lui donner plus d'exten- 
sloo; et de II fai tire* une fcrmule generale de re"duction pour tout ex- 
posant da radioal qui n'est paa un nombre premier. C'est autoar de 00 
point qu'on yerra oonverger presque toutes les reoherches quo fai reonies 

Le premier obapttre oonstiroe une espece d'inrrodaotion au seoond, 
ou j'ai voulu presenter sous un meme point de Tue la Solution de plo- 
sienrs qaestSons qui ont une connexion plas ou moins intime avec ( inte- 
grale mn\*f^dx(l — *)\ En rcflecbiuent, que ja™ etudte eette in- 
tegrale, principalement dans les rapports ^u'elle a arec le nombre r qui 
exprhne la longueur de la demi- circonference dont le rajoo est l'unite, 
fai pens*, que je me eonformaia irieux a Tesprit de roon anal/se, en de- 
finissant la premiere partie de oe Memoire, commo un ensemble de re* 
«aerobes reiatires aus expreasiona de la fransoeodante a* trouree» per 
Wallis et Brounker, 
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3 1. Pia na ; sur le» expres, de n de IFmüi* et sur finte^r. Bulerienne f ix (!-*■)* . 

Xu reate, ce long Memoire a, comme tant d'autm Je ce gnirfl, 
I'incoave'nient qu'ou ne saurait en donner im extratt »uffisamment oom- 
plet sana eotrer don8 des d^taila iacompatibles aveo l'idee dun simple ex- 
trait, Une lecture faite A la häte remplira mieux l'objet da oeox qui 
vondraient seulement acquerir une oonoaissance superficielle des questtoas 
qui y sont traitees. 

J'ai en sota da «Her daoa la oocra da oea reoherohe» loa anteora 
dea principanx resultats de'jA conouen: et ai, tur oe poiot, il y adaa omifr» 
Bio 113, je prie le lecteur de eroire qu'eHea aont involoutaires de ma part; 
fl faudra les attrihuer au d^&ul de mes connawsanoe« a ! ? e'gard de ton» 
les ourragoa pubtiea jusqu'a oe jour .sur oelte maliere. 
Turm le 16. Avril 1836. 



Chapitr» promier. 
Theorie de rintegmle dälnle äx{l -*») f . 

#. I. 

Etndions d'abord Pfntegrale denoie ä 1 )'» «]»« comprenJ Iq qua- 

drature des aires contlde're'es par WisUIm. LSotegration par parties donne 

fdx{i—x r f = x t ) <t J^2 9 fx'dx(l^xn t, " % . 
Dono, en suppoaant f im nombre posifif, il Tiendra 

f o l dx(i-x>)< = 2^Vrf*(l~* J )«' 4 . 
Mais *'=1 — (1— x 2 ); partant 

d'ou Ion tire 

Par une application repetee de cette formule 00 a dono 

„ jL ££zB ^-(^-2) r x dxa _^ 
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t. Planu, mr Its t*prtt. dt n d* fFmTHs * $ur fimtigr. BuUritn- f 0 V' *r(l-**)». 3 

f un norobre eutier, et fssp, cette for- 



ou bien 



/•». /4 _,y» 2* 1.2.34.... g . 

„ ~, 2 7 (1.2.3.4....g)(2 4.6....2g) . 

6 ' 7a C ' 1.2.3.4.. ..2«+l' 

/•«. „ 2** (1.2 3 4 ... g)» 

7. /'*('-^"2TR 1.2.3.4 ...2? ' 

D'aprea oette deroiere forme il est maai forte, que le ooeffiaeoi de qul 
eatre daos I« deVeloppement du binome (i+x) 1 ' peut etre exprime par 

_2^ 1.2.3.4... 2 g 

*• (2? + l)/. l rf*(l-*»)' 0 (lA*f.... ? )* * 
C'Mt Ä leide de la forraule (2.) quoa peut eonuner, per le prämiere 
puiMence d une integrale de*Boie, I« t^rie qui donne le carro d un aro de 
.>ar Ict Dunaanoee poues de ton itmt, En effet; aoit <P lato et u 



per loa puweanoea poiies de ton *wu$. Ea effet; aoit <f> lato et 
son xinus; on a 

gn fataant le oerre" de oette ttute on aorait im reaultat de la 

» B 1 « r +B,.~ + Ä s .^....+Bi. ! f + 

on il e«t evident, que B t mai. 

Pour d&ermmer la loi de ees coeffioiena, fl laut oiwerw que, par 
« » - j?^— j e l'equution 



Dono e» tubttituant loi l'«pr*a«oo de 0» en terie, on trowera qua, pour 
toute valeur de i plut graudo que l'uoitd, on dott avoir J'equalion 
u*« [2(2/— 1)Bi-2C2i-2)H^J •*» 0, 
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Or il oft clair qu ou aatidait u «Mite eqnation ea 

Ott j sattsferait auai en prenant oefte integrale multipliee par tme oon- 
stante arbitraire ; maU ü suffit de faire ' = 1, pour en conclure que oette 
constante doit etre ogale a Tonite*. 
Ainsi, noas a von» 

«« en ac-mmuit la mite iofiaie 

^ = - f, l T~^-o\t-^\. 
Si Ion fait x = co»H, teile expreuioo Sera eqtiirnlenlc a oelle-d: 

■ 

V =/ T S7log(l~.in'(p.ii«'ö). 
fi anit de la, qu'en posant 

0 t=s«^ 0 1 inp + ^ 1 ?^+,*4 f J 5~-?.... +^^^5 -f etc.; 

<^»B 1 ain'(P4-B^ + ß 1 ^.... + B i ^ + ete.; 

es a: 

j 1.3.5.7.... 2.-1 „ 1 1 

SSSX^33 — 5 F < p=53C 5737» 
Nr. De GtmtwiUe, dans ses Melange» d'anaijse arait de'jä remarque* 
la relation fort simple qui lie oea deuz coeffioiens. Je vaia maintenant 
faire Toir oomment on peut d&erminer, d'nne maniere analogue !a loi des 
«oefBcieofl qui entrent dans le 
<P\ P etc. 



W (l-O «.(--1) (Afej) 

en posant 

<P> « 6[c l ^ + C t ^-^C s ^.... + C, 5 ^+etc.] J 
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£ PI* n «, tur Jft exttres. de h de Wallis et Sur Vi*l/gr. Bulenenne f 9 % xf*ix{i-x' t ) , ' t 5 
on aura entre lo« ooeffidens C f et A { l'equatioo 

Or H est clair, qu'eo prenant C-^,//,ooa 
et per eooaeqvent 



ou aura entre Iea eoefficiens A et ß, l'equation 

2(2i_l)D,-2(2i-2)D M - £f = jj—L—-; 



n 2i — 2 n , 1_ 

sil'onfait A«^, onaurt 

et par conaequent 

e= (t + ~ + p + p h (Tzriyr)' 

II MÜ de tt 9 qae 

t, aS Tod fait 

entre Iea ooefBdeos £ et l'equation 

2^_(2.-l)i« - fcÄfr - ^ S gj^, 
, an y faiaant ^6^, donne 

Ja*! a» ^ + ( 27ZIp? (27^37- ' 



Digitized by Google 



6 t. film am, xwr M Tprem. de n «fr WalH$ H sttr fkädgr. EJmtnntf^x^dx (i-**,*. 
Atn« oouft avont 

•••• + (5#TT)-» ( 1 + 3^ + F •*- + (2733p) » 
»t par conaequent 

f | i | 

* = M ?(2i-l)'?(2l=3)*' 
Pour obtenir )e deVeloppement de 0", on fera 

«je qui donnere entre le* ooefTioieot t\ et A 1'dqtiation 
2(21-1)^-2(27-2)^ =d 12 ^ 

do laqueile on tire 

p. _ 2i— 2 p * 3 ' 1 

1 2i— 1 I5=4p2i3i 7 (TT2p' 

ai I on fl* F« = |i| oo obtieiidra 
Hi»fr + ^(l+^)+pr(i+^+^).... 

r« ^2 « 1 J, 1 

? ~ 42[ö t f + + 0, .. + + 4 

on tronvera de la memo manjero: 

71 — 80.12 A 1 £ . 1 i 1 



OB bien 
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i. Plan«, Sur U* tx?rtt.ilt n ie JValHs, t sia-rintJgr. EuUrirnnff^^d^^X^fi. 7 

AJhm, H est deraontre' qu'on peut exprimer les coefficiew da de'relopp», 
ment da ty m f »uivant les puissancee de sin0, per des sommations multi- 
ples oonformes A Celles qui soiit iei indiquces per le signe 2. 

Ces memes seVies ont e*te* couside'rees per Mr. Sckoltz dam im 
Memoire qu'il a publik dans le 3 1 *— volume du Journal de Mr. Crelle 
(voyez page 70) : mais Ia marohe que je viens d'exposer nie aemble offne 
sous une forme plus explieite la loi de ces ooefficiens. Au reste, ces 
ries, ordonnees snivont les pimaanees du sinus de l'are, preseotent un 
eontraste assez frappant, lorsquon les rapproche des Oeries de Daniel 
Bernoufa, ou les puttsances de l'are sont exprime*es par des suites de 
ssmw ou de cosmus des eres multiples, toutes deVirees par des intW 
4 • — ^es de la serie elcmentaire 

* m cos^-oos2(p + cos3(p— cos4^+eto. 

f. 2. 



membre de l'equation (6.) peut etre conside're comrae 
une fbnetion contioue de lexpoaaiit 9 . Dono, en d&ignant eette fonetion 
per f( 9 ), U sera permw de regarder le second membre de la memo equa- 
Iton oommo capeble de douner les valeors de F( 7 ) oorrespondantes aux 
▼atoure eotieres et positives de q. Mais oe seoond membre oesse davoir 
tfne sigoißoation des qu'on donoe A y des rateurs fraofionnairee. Lena- 
Free offire tro moyen remarquable pour detnnre une teile lirottatioa. En 
effet; rappeloas nous, que parmi le* integrales «fcfinies il extste la formule 

% /'*r (log 1)" -fjdx. « 1.2.3.4....« » <p {m ). 



Dono en appliqnant oette maniere de voir le produit des 
reis, an second membre de l'equation (6.) nous auroas, 

Or il est facile de se conraincre, quo cette equation subsiste quelle que 
sott la raleur positive de <f ; fractionnaire, irrationnelle ou transoendante: 
oar, on ne peut aroir 

paar tonte vateur entiere et positive de 9% sane qiie oette equation soit 
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8 1. Plana, tvr U$ exprts. de ft dtWallit et Sur Virttgr Btäerienne 

roJuctible a udo identitä; oe qui fait disparaitre, d'un ooup, la 1 1mitation 
qu od avait d'abord introduite dans l'exposant f. 

Cela pose, il est olair, qua 1 equation (10.) fournira Ia valeur d une 
des trots integrales definies quelle renferme, lorsque dem. serout oonauea. 
Par exemple; faisons </ = {; alors on a 

ot par coaiequent 

12. /'^(tosl)' -f^it.r-.f, - 
Ko binnt f = — }, on «tmit 

et Ia Derne e*quation (10.) donnera 

On voH par la, comment, en prenant las nombres entiars pour auxiliai- 
res, on peut armer a des resultats qui subsistent pour des nombres quek 
oonqaet. Le deVeloppement d'un binome n offert le premiar exemple 
frappant d'une extension de oe genre. Toutefois fl ne faut oublier, que, 
dans le oaa actuel lexposant a ne pout etre negatif saus 6tre mierieur 
a I unite. 

t. 3. 

La formule (4.) a 6t6 trouree par WalUt a one epoque ou fl 
rgnorait Ia loi da deVeloppement d'un binome pour un exposant quel« 
oonque: et oomme eile n'est explioitement applicable qu*au cas de q 
aombre entier et positif, Wallis obereba un artifioe propre a la plier 
an ca* ou q eerait un nombre fraotionnaire. Saus reproduire los idees de 
Wallis, qui attestent I'eiat d'enfance de lanalyse mathematiqoe, voioi 
common! , par des mo/ens tont -ä -fait &£mentairea, on peut opere oette 
ingeaieuse transformation. 

Remarquons d'abord, quo 

U.5.7....2?-l = 2(f).2(i + l).2(*+2) 2(f +f-I) 

*» -MXi+2) (f + 

« 2'[(i)(i + l)(* + 2) cr-f| v 

m 2'[(r-i)(y-i-l)(f-i-2),...( f -i-. f +l)]: 
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1. Pinna, iur 1*9 txfr**. d* n d* Wa?lU ti tur tinllgr. EuUrUnm* f^stP-* rf*(l-*")*. 9 

de «orte qne 1« formule (4.) rerient & eelle-ei, 
\L f l J r (A—.*rV - 1.2.3.4....« 

on le nombre des facieurs est le meine au numerateur ei au denomioa- 
teur. Or, en general, tonte frootion de la forme 

15 M — «(«—<) (« — 2) (• - 3) . ; . .(a -n -f 1) 
(A +1 ) (6 +2) (Jb +3) . . . .<* +*) » 

/f«i, n, de facteura, au numerateur et au 

d «Hre transformee dana luie autre fraction, 

od le nombre dea faoteur» au numerateur et au denominateur est infiai. 

Ea eilet, mulüplions eette fraetion- par 

1 _ (a-r>l)(a-t-2)-...(a-f-*).(fe-f w 4-«)(*+t-f 2)..» 

le proJuit doonera 

(,-f.t)(g+ifc-l)( a +t-2) .... (— n+t). (A+,,+t)(ft-H,.f 2). . . . (H--f*) 
* 0 («+i)(«+2)....(«+*).(A+l)(H-2)(«+3)«...(*+H-*) 
Aotuelleroent, on peut regarder le numerateur de eette fraotion, 



JT = (« + *) («4-*-i)(« + *--2)....(o + *~«-H), 
JV" an. (c-«+lXa-a+2)(o-Ä + 3)... + 



0' S¥ =(a + t+l)(a+*+2)....(i+i:+»). 

Zy' Ä (e + l)(a4-2) («+*), 

Z>"'« (H-l)(6 + 2).., ,(* + *). 

Alois, l'expreseion preeädente de M peut efre ecrite ainaic 

m w ' *** 

Cela posl; si l'on snppose //«»« los trois quantUea a t ,h t n et le nombre k 
inCniment grond, le faoteur ~ derieudra egal 6. l'unitö: eflectirement 

I C'-t)('-t) • 0-^) ('H)(^^-,)- - 0+n^T) 

*"(H-*)(M.f)....(t+D i*m*t$' '**s& ' 

et par oonaequent ^bIj lorsque £ssoo, Dono now 



Digitized by Google 



10 L Fla na, »ur U* txpres. de n de JValii* et lur firtigr. EuUrünnt V'»«***!-*')'. 

m EL — 

Oö biCÄ, 

f (g~>t-ftUg~ B + 2)(« — w + 3)(g — »+4)...; 
|fl w } ta+l>(«+2)(.+5)(o+4).... 

jy (» + "+<)(»+»+2)(H-H-3U*+'»+4).... 
l* (*-BX6+2)(6 + 3j(6+4).... » 

(x G-f.»+i)C-fi•■+-2)C4»^-3)'• , ' 

Maintenant, »i l'oo feit daos cette dernidro formte, 4sO,Ä=:f 0 = ? — £ f 
1 cqualiaa (14.) deviendra 

/■-•o-^ - ^Ö^QSÄ). •• • x 

oo bieo 

Teile est, ttuVant Ie Iangage de I'analjae moderne, la transformaiiou 
do l'equation (4.) qui eomprend le oas particuliec oonsidere' par Wallis. En 
prenant pour 7 un sombre entier, oette forroule presentera, eous forme 
rnfioie» 1« resnltat Gm qo'ou diduit inmediateB^ot da la formale 0.). 
Par exemple, en faiaaM ? = 2, on obtieot 

8 1 5 14 27 44 65 90 119 

15 = TTS 55*45 «3 *8a 117 ero • , 

OB qoi eat mi ü linfin». 

AUmi, !a formule (180 tourmt tue approximad'on au Heu du roaul- 
tat fini; maii eile a l'arantage de donner ansai une approximation pour 
Im «ae, ou i» formale (2.) eeaae d'&re applicable. Par exemple; soit 
a«sf r alora 90 a 

et la formule (18.) 
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535 (x)(^) (^(ÄKöit)--'- 

^ ("f) (l^) (|r) (yi) (^-) n* • • • 
quen pouaaant fapproKimation jutqu'u la fraction gT^Ti» 00 

, 0 « 12.4 6.8.10.... 2» 1» 1 
I9 ' 2 = I U.5.7. 9....2<-l ] ST+T* 

2A « 2 4 4 « 6 8 8 10 10 12 12 

T 3'3 ' I TT'?'?' 9■ : i^•^•i3 , * , • 

Telle est lerpreation de -J- trouv.e par Waliü. Si eHe n'offre pea 1«. 
vanfage dune approximatioa rapid« paar ob nombre meine, eile preaejrte 
uo moycu aaaez facile pour ealculer aoo logaritbme. (Dar, eo prenant la 
logarithme das deux membres de oette equatioa, et dereloppant 
le logarithme de cbaque biaome par la seVie 

k>g(l-x) = -a-^~^-atc > 



c 1 _L 1 • * i * 

*u = -551 +-pr -r pr + ^t+ *t<W 
logbjpV = Jlogbyp^— Ä| — f.^— 4.6f,~$-.Jf,- eta. 
Ceat ü Iaido de cette auite qu'J&uler a trouve dane aoa Jntroductio in 
Analysin (page 151 du 1" volume) 

loghTp'r = 1,14472 9885849400 17414342.... 
log tab J r m 0,49714 98726 94133 85435 126 .... 

«. 4. 

Sil £tait question de catouler le nombre \ par dea eeriea rapide- 
ment oonYergeote* , od pourrait sy preodre ainsi qu'U soit. Sott Q an are 
de oercle tcl tfie taog $ = 1 : oe tire de lä tang = ^ taog4$ = gjjjg . 
Aotueltement, ai l'oo preod uo autre aro 5, tel qua taug 9 = f , oq aura 
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Dono od a 

^ 0 20 3-20»+ 6 , 20'~ etC ' ; 

et par eooaequent 

e ==4 l^-"T •2^+y-2^- et0 -] 

b !999 1 / 1999 y . t / 1999 \ s 1 
19925 3 V819926/ 5 \819926/ 6,e \T 

D p uo aatre cöte*, h'.juation taug 0 = f donne taog 2 0 = A » tang40 = f |J : 
partaet od a tang(4«-£) *=~; tfou Ion tire 

Afl a — 1 1 JL__l 1 1 i 
* ö ~~ T 239" "~T' (239)« T 5 *(2397 ~~ W0 ' ? 

et eußn 

21. -J = t6 [^-4(W + T(W *~ el0 *] 
l 1 i _1 , ^ 1 i 
Ü39 3 (239;» + 5 '(239)* Ä0, J 
„ f 199» 1 / 1999 \ s i * t iM9 \« 1 
- 4 LöT992ö-TV8l9925; + TX5mU -^J' 

f. 5. 

Je revieoa maintenant u rintegrale^ o*x(l — et fobaerre, 
que, ni l'expoaant /> &ait egal ,\ . , : eto. ou ü* tont autre nombre frao- 
tionnaire plus grand quo {'unite*, il ne ooaviendraU pas de a'en tenir ü la 
formnle (18.) U faudrait d'abord, ü l'aide de la formule (a.) da 1" 
abaisser l'expo«ant q Jusqu'u ce que 1 'integrale deun£e fut dependante ö?une 
untre integrale »emblable ou l'exposant q — i aerait moiudre que l'untte'; 
onsuite od appliquerait A cette deraiere la formule (16s). 

Cola revient ü dire, qu'en gäoeral on a 

22. /•^(l_^-^ I >^=f)^iJ) .... (|«=§{g) 

y 1 p(y~04-« \ / 4( ? -i)+2.3 \ 
A 2{-2i+l\ g— i + 1 -/V3( ? -ij+2.3/ 
V / 6(g-i)+3.6 w 8( g -«).f4.7 \ 
A Vö( ? -*)+3.o/\7( ? -«)+4.7/ 

Cette lorinule öftre, ceoformement aux id£e» de Wallis, voe «olutioo. 

approehee du probleme qu'il a'etait propoae* dans aon Arithmetka iaßni- 
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forum; qui e*tait, d*interoatcr, par nne memo formule , les termes inier« 
me*d£aires dans Ia mite des nombres 1 , -r, A» töV> etc « qu'on obti'ent 
en faiaant Bucoesai-ement ? — 0, 1, 2, 3, etc. dans la formule (2.). 

f. 6. 

Newton, par nne voie treVdifferente, est arrive' au meme bat 
A leide dune singulare mdection racontee par lui-meW dans une lettre 
a Oldemhourg, datee da 24. Octobre 1670, il a trou?^, que, pour tm 
exposont queJoonque f, oa arait: 

oe qui, d'aprea nos idees, revient u derelopper d'abord le binome (1— x*)\ 
et a eiecuter r neuite (Integration de ohaque terme de ce deVeloppement. 
Mais, a une epoque on ce dereloppement e*tait ignore" par Wallis et par 
Newton lui-meme U fallait une *%g*dt6 extrsordinaire pour franohir atnai 
an tel obstacle, et r^soudre u la fois le probleme de Integration doYui'e 
et de riotegratbn indeil nie. 

Au reste, si le nombre y 6tait fraottonnaire et plns grand que IV 
nW, il faudrait oanshiner la formelle (a.) aveo In formnla (33.); oo qui 
donnerait en possnt fesf—i, de maniere que aoit im nomhre plus 
petit que i uaitej 

Par exemple soit y , on aura laaro» ?' = 2* * 

/•«, . ~r l3.U.0.7.a.3 f, 1 I ja 1 1 
/. rf*(l-^r) « i4.12.1Ü.8 , ;6.4l I ~2-3 2.e"o" <,e, j' 

U eat remarquable que, Netaton, dans sa lettre cUee plus haut, ne 
düe rten de oette modifteation exi&6o par aa motbode, afin d'eriter uno 
serie trop peu oonvergente dans aes premiers termes. Maia fl ma ssemble 
tju'on expliquerait mieux le ailenc* de Newton sur ee point, en d'uwnt 
qu'il ne roulait pss dätroire la belle regularite* de sa sdrie par 1 introduo» 
tion du faeteur qul multiplie 1— +ett>. Au wate; ai Ceat la un in- 
eonreoient, il est fscile de reViter d une untre maniere: il suCfit de possr, 
pour un moment; *> = i — y : alore, ies Itmttea de y eorrespondantes d 
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**«:0, 1, eW y« 1, f«0, om eu oondad immcdiatement, qa'oa 
a l'Mpaft» (eo changeant jr en 

de laquelle cm tire, pour le deVeloppement du radioal: 

C'est aioti qu'on peut transformer et aogmenter Ja convergence de 
la se>ie qui constitue le seoond membre de l'eqtmtion (23.). 

f. T. 

Je reprends l'equation (19.), et jeerts ainsi le valeur de 

n 2 4 4 6 2rf— 2 2i 2j 

T 08 JT'j'T ' ' 4 • 2^^ , 2TrT•2TfT , 

En prenant pour i un nombre entier de" t er m ine, le seoond membre de 

oette eqnation cene (mathematiquement parlant) de repreaenter la valeur 

dt -J. Mab, en ayant sou* les yeux les valenrs des integrales de*£nies 

posees dans la page 231 du 1" volume du Calcul Integral d' Eider, o» 
voit aussitöt que, pour toute valeur donnee de /', on e l'equation: 
" p 2 4 4 6 21— 2 2» 2i 

"4 — ITT' 5 ••••äT^i'27^1 



oü l'on a lall pour plus de «mplieitö 

i 



o V"(l-**) 



„ vM-i') 

De la on tire 

oa 4 Pi+lDlT 3 3 5 5 2 1—3 2i— 1 2»-tl 
2Ö ' » ~ l^- P jL2-4- 4-6----2T=2-2732--2Tj- 

Wallis igoorait la juste expression analytique du faeteur ^~~,P qu'on 

voit dans oette valeur de Mais, d'apres un theereme qu on üt dans soo 
Aritkmetica infinit »mm (Voyez p. 468 du I' vol. de ses ouvreges) on 
devrait avoir pour un nombre entier < quetoouque: 

Dono, eo »upposant * un fort grand nombre, U sera permis de developper 
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les deux radioaux; oe qai 

2i+l Piri ■ i 1 

2» ^ ^ 2(2i— 1) 8(2i-i>* 



q« en ordomiaat oe* dein inegalUM par rapport mix 
oet do i, le th^oreme de IValiü reviendr« & fr* que 

Sj+Jp^« , 1 , 3 ,5 i 35 t ■ 

2» 32"? * 428.*» 2$4£.»* T 

Or ceoi est effecüvement vrai, oomme on va le voir per le d^Felopperneet. 

de le fonctioQ 2i £ - P» 



2i-f 1 0 4. p.4.6.8.10....2>— 21* 
TT' rmB « •{2.3.4.6. 6....2i-f] J » 

00 ^ ?J±i » M £ fi.2.3.4.... i ? 

Gelte expression rentre dens eette eooaideYee par Stirling. Mais, iH * tait 
d'ayoir pluaievs temee de son deVeloppemeat, U conviendrait de 
i\ h formule 



donoee per Eufer daee son Cot diff. (Voyef »,377 de 1'eMiboa de Petie). 
En carrant Im deux membre* de eette equatien, et o^gUgeant dran V» 
dereloppemeat da teooad metnbre les terrae* mnltiplies par ooe 
de 1 aiipecieiire <Y ta quatrukw, ob aem 

(1.2.3.4. ...2Q» £ 

«t Mir oonsequent 

^fc t 4 Ä ^* ^ 
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27. — = 2 'VT' 8 •" , 

2i-3 2i-l , 1 , t 1 5 , .] 

* "•2732 iT^* "2Fr" t "4i" 1 " 3&~?~~l28l : ~~2048.»* » • W, J' 

Cette formule öftre un nioyeu »imple paur estimer la partie negligee, lors- 
qu'oo arreto la serie de« produits de Wallis u une fractioo correspondanle 
ü une wdeur fort grande du nornbro i. C est ainsi que je me suis do- 
rn ontro la verite des limites etablies pur Wallis; man je dok avouer, que 
la demonstration qu'U en donne me parait fort obacure. 

En substituant la formule preeeMente a'Euler dans le second membre 
de fequation (7.), on aura 

^ = ^alfi4— i_ 1 1 27 90031 -I» 

J^ax{l-x) = 2q +i L 1 " 1 "?*. s * ~2T3"? T 2'». 5 S * 2".3».6.7 S »J ' 
d'oü I on tire, ea dereloppant : 

"Jette formule devrait etre preferee u oelle qui eonatitue le second membr« 
da requation (25.), rfl eiait question de calouler la yaleur de cette inte- 
grale defioie pour une Taleur fort grande de l'exposant f. 



f. 8. 

L'expression de ~ de Wi Ulis presente un contra tte aaaec süigulier, 

on la rapprocbe de l'expression 
n 3 5 7 11 13 17 19 23 . 

T — 3+1 'tt •744 n^ , i3^*37^ , i^'23^i et0 - 

par les seuls nombres premiers. Euler, ä qui eile est due 
(Voje* p.242 du 1 M Tolume de aa Int. in anal) demontre na deriration 
da la aene •£ — 1— | + f — f + eto. Mais cela ne proure pss, que l'ex- 
prenion de Wallis soit auni une translbrmatSon sui asneris de la meine 
alrie de LeibnUz. Si I on rälechit, que la factorialle de Wallis s'obtieot 
en faiwnt *=y dans I'equation 

et que cette meme equatioa pent dtve 
tlon de la lene 
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eio*.« , 1 .3 sin' , 

+ -TS r ««• > 



2 3 1 2.4' 5 
on sora port£ u couclure que fexpression de Wallis est plutöt une 
Formation de la serie 

n 1 \ 4 . 1 . 1.3 , 1.3 

T = TL » äT 



3 + j^ + 2T4TO + et0 -]' 

Apres cela, si Ton obaerve quela se"rie £ssl— J+f — eto. («tont trans- 

formee en fraction contiaue) donne la fraction coDtioue 

n 1 
T 



2+ 



2 + 



2+ 



T5 



2+ elc. 



trouvee par Broun her , on pourra bien, en ce sens considerer comme 

identiques les expressions de de Leibnitz et de Brounkert mats non 
en conclure, ce me semble, l'existence d'une identite analogue entre les 
expressioos de j trouve*es par Wallis et Brounker. Cependant La- 
grange a e"mis uoe opioiou contralre dans son Trait« des fractions con- 
tioues imprime' dans les additioos a l'algcbre d'Euler. II dit (lisez p. 381 
du second volume) que Wallis, dans son ArUhmelica infinilorum dc- 
montre d'une maniere assez indirecte quoique fort ingeuieusc titlentitt 
de son expression avec celle de Brounker, 



sion de j en 1655. 



9. 

Jean Wallis (ne* en 1616 et mort en 1703) a publik 

La maniere dont il y est parvenu ne pouvait pas 
avoir une grande influenoe sur les progres de Integration indeTinie des 
fonotions; mais, l'idee d'une teile Interpolation 6tait originale! et devaitpar 
la suite enfanter des decouvertes beaueoup plus importantes: u cet egard, 
eile merite d'ötre elassee dans le nombre de Celles qui honorent 1 esprit 
humain. * 

Cest un fait digne de remarque quo Wallis n'a pa* su Interpre- 
ter exaetement le premier principe du Calcul integral, c'est-u-dtre la 



x x dx 

CrcHa« Jonrnal A. M. Di. XVII. Hfl. L 



m 



"* + r> 

^ T Constante. 
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CavalUri avait dej« trouve" que J ^ x m dx = ^qr^» m &a nt UI > 
nombre entier et positif. Wallis a demontrl, qu'on avait de memo 

n 

De h), il concluait par induction qu'on devait aussi avoir 

*^ 0 m I 4 • 

n * t " i 

ce qui est vrai pour — < 1 ; mais faux pour — > 1 : car alors on a, 
comino on sait, 

• I I r t. I 



/* ~~~ä~ j i f 
x " dx = . ou bieu / 



dx 



n /» 



Wallis qui rencontrait dans oe cas Ie nombre ncgatif - , ne 

——+1 

R 

savait en concevoir Ia sigDification. Trompet par la figure de Ia courbe 
dont Tequation est y = x~"(^>l), et domiue par l'idee fixe que la 

1 m 

formulo — devait douner, commo daus le cas de — <1» 1'espace 

hyperbolique compris entre zero et l'unite, Wallis poussa l'aberra- 
tioo de sou esprit au point de croire que le nombre negatif de- 

signait un espace plus qu'infinu 

Suivaot Ie langage de l'analyse moderne, on verrait aussitot par lin- 
üon des deux formules 

que, ^ e*tant >1 et x<l, le second espace est, abstraction faite du 

signe, d'autant plus grand que le preroier que x est une plus petita frac- 

tiou. Mais, cette comparaison toujours olaire entre Ihyperbole y — — 

t 

et l'byperbolo y = n , ne saurait entraioer u la consöquence 

V*- 
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d un espace plus qu'infini. N<?anmoins, il faiit avouer qu'a la 
des nouveaux caloula il n'e*tait pas aussi facüe de dumeler Ist rentable 
distinction qu'il faüait etablir entre leg rcsultats de ce genre. 

Toutefois oette erreur de /Maltis ne fut nullement parfagee par 
Newton, comme on peut s'en convaincre par la ßgure et par les mots 
„erit x = aBD infinite versus a protensae, quam calculus ponit nega~ 
„tivam, propterea quod jacet ex altera parle lineue BD" qu'on lit A la 
suite de sa premiere regle pro curvarum simplicium quadratura. Je ne 
Rais pourquoi Monlucla, apres ce passage de Newton, a touIu attribuer 
i Varignon la premiere explication de ce singulier paradoxe (Lisez sa 
phrase dans la page 350 du second volume de son Histoire des Mathema- 
tiques). Apres le» ecrits de Newton et de Varignon cette qucstion derait 
paraitre tout-u-fait oxpliquee; ueannioius eile a encore reucontre une re- 
sistance assez peu raisonoable de la part du P. Grandi, qui, quelques 
annees plus tard (en 1710) a publie u Pise une Disquisitio geometrica in 
qua spalia hyperbolica plus quam in finita Wullisii adversus nuperrimos 
eorundem impugnatores vindicantur. 

§. 10. 

Cet exemplo prouve, que le principe d'induction peut ötre illusoire, 
8'il n'est employe avec une graode circonspectioo. Et la memo integrale 
dx pourrait donuer lieu u une autre meprise analogue d celle de 
Wallis, lorsqu'on la prend entre deux limites egales et de signe 
Car, m etant un exposant quelconque positif, on a toujours 



+l x m dx = - 2 

m+1' 



si Texposant de x est negatiF, on a aussi 



x dx = 



pourvu que m soit un nombre entier pair, ou un nombre fractionnaira 
do la forme 27+1* outre » daM ce * mcmes cas, il faut, si m<l J 
regarder le nombre positif _Jf +1 , comme l'aire de la courba comprise 

entre les ordonnees correspondantes n ar = — 1 et xsl, Mais, si 

2 

il faut regarder le nombre negatif > nou comme la sommutiou des 

clumens ~ depuis x = — 1 jusqua *=-f-l; mats simplement, comme la 

3» 
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»fr», a^brique im valear. fournl« par la foootion en r 

faisant x=l, et x = — 1. Si Ion obserre ensuite, qu'on a 

et pae consequent 

od pourra interpr&er la quantite positive comme une rentable som- 

mation des 6\6mem ^ et des Gemens faite entre les Umitea io- 

diquees. Mai» ccs Interpretation» puremcut arithmc'tiques ne »oat pas tou- 
jours co i) form es au vcritable esprit du calcul analytique, et on ne doit 
pa» s'y conformer »ans ud examen dctaillc de la question. Ainsi dans un 
probleme de Mecanique, ou Ton renconfrerait tfutegrale uVfinie 

on doit prendre * — §; c'est-a-dire zero, »ans faire attention a la clr- 
conatance indkecte, que 

Par la on serait entraine* ä des erreurs d'autant plus dangereuges qn'elle» 
semblent avoir un appui conforme a la veVite* dans an sens, tandis qu'H est 
tout-a-fait faux dans un antre sens. Au reste, il n'entrepoint dans mon 
jilan, de developper ici les reflexions qu'on peut faire sur ce point »p<5- 
cial du Calcul integral: on fera mieux de lire Celles que Mr. Poisson a 
expoeees dans le 18. cahier du Journal de l'Ecole Polytecbnique (Voyes 
page 320 — 341). Gependant je ne pins terminer oette espece de digres- 
«ion sans ajouter la remarque suivante. 

§. 11. 

Le partage d une integrale definie en deux ou plusieurs parties est 
fonde'sur ce principe. Soit^fx) .'integrale ind^nnie de/(p(x)dxi on anra 

f a % <p(x)dx = 

on a identiquement 



Digitized by Google 



1 



1. Plana, sitr fei expns. de n dtWalli$ et sia- nnt/gr. Jfo/mWy^V*' Ar (I 21 

on a etebli le principe 

c t'tant une quantite* interme'diaire entre les deux limites primitive» a et 
b. Mais sur oela, il faut observer que l'identite* pre*ce*dento exige absolu- 
went, que les frois quanti^s ^(o), ^(c), \f/(b) soient deMuites de la 
fonction de x, et qu elle cesse, des que cette condition n'est pas rigouren- 
sement observee. Or,üya des cas ou, par un changement convenable 
de la constante arbitraire, on a a la Ibis 

f <p(x)dx = 4>(*) + Ci f<p(cc)dx = F(*)-f C. 
Alors il serait faux de dire, qu'en prenant 

f°Q(x)dx = ^(c)—^(o); f*<p(x)dx sa F(c), 
on a encore 1 equation 

f a h <P(x)dx = /*$(*)**+ f*Q(x)d*. 
Par txemple, on a 

Chacuno de ces deux integrales inde*ßnies donne 

/"Ä" = i^g^-ilog^) = -ilog(~l). 
Mais si on prend la premiere pour former 1 integrale de*finie 

/•Ä-t*i(j)-««(4-)i 

et la seconde pour former l'integrale deTinie 
la somme de ees deux integrales de*finies donne 

ce qui est bien different de la quantite* imaginaire — i!og(— 1), qu'on 
obtient direotement sans le partage de 1 Integration. Ce dernier resultat 
est ane rentable sommatioo, tandis que la quantite' tmaginaire est la ren- 
table integrale definie entre les limites zero et 1'infiai, 
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Chapitre 8 e c o n d. 
Theorie de Hnlegrale f^dsaf^l—x')^ 

§. 12. 

Etudions maiotenant d une maniere analogue l'integrale definie 
f**r+dx(\ — 
L Integration par parttes donne d'abord 

donc, en supposant p et y des quantites positives , on a 

mais *"=1 — (l-x"); partant on tire de lu 

29. -)' = ^/v- -fxd-^r. 

Par une application repe"tee de cette formule, on a dono 

— P +n g > + ng-«*'-- g + n2 _(i_l)„y 0 **(1 -*") • 

Dans le cas oii q est un nombre entier et positif, cette formule donne 

. n. 2n. 3« n; 

~~ P(P + »MP+2ii)..,.{p + ,n) ; 



on 



32. f l x"- i dx(t—x*) q = w7 1.2.3.4 .... 7 

A k ' P + ?">(P+«;iP + 2n)...;t J) + ( ? _l jB r 

Si l'on observe maintenant, que 

P (P +») 0» + 2 n) (p + 3 a)....(^ + (? — 1 )/> ) 

-*(9(£+«)(*+*)»"(*+f-0. 

on mettra l'equation precedente sous la forme 

f l **- i dx{l-x*j t mm -4 1.2.3. ... 9 
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ou bien od, reu rersant 1'orJre des facteurs et posant pour plus de simpli- 

M rm . r -(i-i). 

33 f 1 x*'- l dx(l — x n )' t = —4—. 1.2.3.... y 

Ce resultat est immediatement applicable lorsque 7 est ud nombre 
em irr ; mais en le transformant d'apres la formule (17.), oa aura pour 
une valeur quelconque positive de 

Ed substituant pour 7 ' sa valeur, il viendra 
34. /V'^a-x-)' = -i— ,Sf±E.»I±E±».Ud^±2«.... 

y 0 V P+«2 P P+" P+2« 

12 3 

x 7+1 '^Tä-T+l et0# 

ou bien 

35. f l x»~ l dx(\—x n y 

1 ( nq + 1> \ Cin( q +l) + 2p \ /3,.(y+2)-f 3p\ /4n( ? +3) +4 p \ . 

36. /V-'rfx(l-j") 7 

i / »? + p \ / ?* 7 -f 2(p+n) \ / 3n 7 + 3(p + 2«) \ / 4n g +4(p-f3n) \ 
• P + ?«Vp(? + l/ V Q>+n} (</+2) 'Mp4-2n)( ? +3)Ao> + 3«j( 9 +4)V ei °* 
Cette derniere formule redonne lequation (18.) en y faisant p = 1, n = 2. 

II est facile d'etendre la remarque faite dans lo 1 er et de faire 
voir qu'on peut exprimer par des integrales definies de ce genre un coef- 
ficient quelconque du binome M ~K r , ''■ En effet; la formule (32.) , par le 
cbangement de p en fl(l + f) et de 7 en 2 7 — i, donne 

partaut il est clair qu'on a 

Dono, en multipliant les deux termes de cette expression par 1.2.3..../, 
il viendra 



* 
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ou bien 

39. .<?, +1>/W**,(i-^- it ^£%:' lit ^ w 

c'est-a-dire Ia valeur renversee du ooeflicieiit qui multiplie x 1 Jans lo 
developpement de (1 -fx) 1 '. 

Ce resultat «Stent vrai sans definir le nombre n; ce qu'il y aurait 
de plus simple serait de prendre n=.\\ mais ce plus grand degre* de g&» 
neralite* peut etre utile. 

5. 13. 

L'equation (38.) est suseeptible d'uue transformation anafogue j\ oelle 
du cas considrrr dans le §. 2. Car, d'apres Ia formule (9.) on a d'abord 

et en feisant n(l +/) = />', n(2o— /+ 1) = 9 ", on a / = -Ei — 1; 
2y— 1 = £— 1; 2y+l=£l±2l'— lj ce qui chaoge l'equation pre- 
ce'dente en celle-d 

Or il est clair quo cette equation lubaiste sans quo p' et soient des 
multiples du nombre /i. 

En effa^ant Ies ooceos qui affectent les lettres />', q" on aura 
Et en cbangoant 7 en «7 + ^ cette equation revieudra u dire que, 

Cette formule devant s'aeeorder avec celle designee par (11.), Iorsqu'on j- 
fait p — 1 et « = 2, on en tire la consequence, que 

2*tf + ä> + T 
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D apres l'equatJon (13.) oo a |) = /jrj partont 

f{w) • P (2 9 + 1) « 2'+* . <P fr -f i). 
Si, pour nous eonformer u la notation de Lctjendre, nous fabons 

cette e'quation sera equiralente a celle-ci: 

42. rc9).r(7+i) = 2-v(T).r(2^«2^r(!)r(2y): 

et les equatlons (40.) et (41.) seront equivalentes a oeUes-ci; 

Dans le cas particulier de n t=z 1, Ja formule (0.) derient 

Cette form nl«! est particulierement applicable, Iorsque les exposans 
P ci j* sont exprimes par des quantites fraction aire« positives. 

Les trois equations (.3), (y ), (8.) sont fondamentales : on peat af- 
finner quelle» renfcrment toutes les proprie'tes generale* de ces iott'-gralos de- 
Bnies. Mr. Jaeobi ( Voyez le 11- vol. du Journal de Mr. Crelle page307) 
demontre lequation (f.) par la eonsideration des integrales doubles. JI 
observe quajant 

on a aussi 

f*fJdudz.e"-\*<**-* = roo.r(f). 

Ensuite U feit ii + x==y, ussyxi et par conaequent 

usspi * = y(l-^*); du=zxdy+ydx; dz=*dy{\~x) -y dx. 
Or on sait, que toute iotegrale double Jf V du dt devient, par le cbange- 
* des deux variables, 

leoaaact«,el(^)(ii)-(^)(ii)« r . En outre In deux Apr. 

tions «=yar, * = y(t— x) dömontrent que les limiles de y tont ?=0, 
7 = oo, et que Celles de x sont *»0, 1 ; partanl 

Crtlle'. Jowul 4. M. Bd.XVlI. Hft.lt 4 
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d'oü l'on tire 

Cette demonstratio de Mr. Jacobi est anaJogue ä oelle que Mr. 
Poisson avait publiee dans le lO 1 "* cahier du Journal de l'Ecole polytech- 
nique ( Vuyez p. 477). Au reste il me semble qu'H vaut mieux evifer 
uo tel detour dans la demonstration d une formulo fon da mentale, qui de- 
rive des notions e'lementaires du calcul integral. 

* 14. 

A l'aide de la formule (& ) on peut donner une elegante Solution 
du probleme suivant. Soit F(jt) une fonctiou de x donnee , et supposons 
qu'il soit question de trouver 1 'integrale den" nie ^(a:, teile que 

♦<•> -/*^&» 

m etant un exposant positif plus petit que lunite*, et i (x) une f emotion 
de x qui ne comprend pas le parametre a parmi ses quantites constantes. 
Si la forme deF(x) ne permet pas d'executer oette Integration, on pourra 
la deVelopper. Mais, pour plus de generalite* je soppeserai F(x) reduotible 
ä un poljnome fini, ou u une suite in fi nie de la forme 

F(x) = J t *** + J t ar-* + A^"- 1 + etc., 
areo la condition, que chacun des exposans p' f />", ff" ete. soit une qnan- 
tite* positive plus grande ou plus petite que l'unite". Cela pose", si Ton <ait 
a? = ay, on aura 

0(«)»^ 1 «r--£ I dyyi'<-*(t— yy>>^+A i 4^Jfdyyr*{l—yy>^ 

+ A % tf"—f*dy y*"-*{\—yy*-*-*+ etc. 
Dono en appliquant a chacun de oes termes la formale ($.), nous aurons 

Cette formule offre un moyen facile pour dC terminer la fonetion F(x), 
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qui repond ä une expression donnee de <P(a.). Admettons d'abord, que 
cette derntere fooction est reductible a la forme 

<P(a) = B,a»' + l? t o^ etc., 
il est clair que nous aurons 

F(x) aa A x rf'*— + ^, aT^+ji, -f. etc. ; 

~ i,J l( ? '"+m).r(l— m)' elc * 
Oonc cn prenant l'integrale^'^Xx)«**, nous obtienlrons, en ayant cgard 

a lequation T(k + 1) = * I*(fe\ 

+ ^^, r( ^i^ , , ) (1 _ m) + ctc. 

Le secood membre de cette e'quation peut ehre un polynome, ou une 
suite infinie; mais il sera toujours sommable a l'aide d'une integrale de- 
fioie. £n effet, cette equation peat etre ecrite ainsi: 

rfc/'+m+t) 



+ etc. 



Or on a, en general, 
partant l'equation p.e'ce'dento est equiralente ä celle-oi: 

ou bien a celle-ci; 

Rieo n'eropeche de faire xz = a dans le second membre de oette equa- 
tion : alors on öcrira 

4* 
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et en remplaoant le polynome B t o^-f-B, o'"+ eto. par sa valeur dornte 
<P(a) f il viendra 

en se nippelant, quo r(m) r(l~m) -= . H tu it de la qu'on a, 
en general, oes deux equations: 

m llant nn exposant plus pelit que Prallte" ; et F(x) une fonetion de * 
teile que aon integrale (aans l'addition d'aucune oonstante arbitraire) est 
nulle pour x = 0 

Kn prenant 

F(x)dx = rf./(«r) *=/'(*)**, 
on tire de Ja la conseqoenee, que 

ftj = m* ff f* da r*f>(x)dx 

Mais, afiu de reudrc eette formule plus expressive je 1'eVrirai ainti: 

f(x) = fegü f*—l* f* f(*Ub 
/w » «/o (* — •)"«/ o (a — 5/»' 

£n faJsant m= J . I« question qae nous venons de resoudre se rapporte 
au mouvement osciliatoire d'uu point materiel pe*sant sur une oourbe. 
Par oes fonnules on a, sons forme finie, la Solution du probteme direct 
et du probleme inrerse. La marehe que j'ai surfe pour armer a oes 
formules est naturellement indiquee par les proprietes de Ja fonclion T 
(gamma) introduite dans lanalyse par Legmidre. On peut, tt la ventf, 
trourer ces memes formules «ans Imagiuer Je deVeloppement de la fono- 
U'ou F(x). La Solution donnee par Abel dans le Journal de Mr. Crelle 
(toroeS. p. 153) en est exeroptej roais alors U n»est pas aussi facile de 
saisir l'esprlt des transformations qu'on emploie. J'ai |-rof*'r*5 donner Joi 
la sotutton du probleme teile que je l'avais effeetivement trouvee de mon 
©öle', en allant du plus simple au oompose. 

£. 15. 

Je vais maintcnant deVelopper plusieurs oonsequenees Imports ntes 
qu on peut tirer des deux formules (0.) et (7.) fafefill vers la fin du §. 13. 
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Remarquoos d'abord qu en faisant p;, requation (3.) donne 

Dono en remplacant r(^) par sa valcur d&hiite de 1 wjuation (42.) 
(« yfeiw»t ,=.£), on.ur. 

Or, eil vertu de la meine equaü'on (ß.), U aufißt decrire r(*4f^ au 

Ben de r(f +•§■)» P 0 "* ^ au » itdt > <P» e derniere equation est 
equivalente a coUe-eh 

0". f X ^äx{l-arY^^i~*f l ^dx{t-*fi''* 



Cette hrausformation est vraie saus definir lexposant n; mais si cet ex- 
posant est un nombre entier pair, cette equation öftre un rapport remar- 
quables entrc deux integrales serablables, ou le degre* du radioal est le 
meme. Au reste, cette meme equation se trouve dans la page 03 du Me- 
moire »ur U* tran*cendantcs e/liplu/ues publie* par Legendre en 171H. 
Mab la mantöre dont nous la rencontrons loa, a l'arantage de pouvoir 
conduire a plu9ieurs autres relations aaalogues. Vuioi oomment ou y 
parvient. 

La fonetSon F(o). Aant teile que r(a+1) = öl», la formule 
(•y.) revtent ä dire, que 

J. p+* q r tf+*) 

Dono, en faisant successivemeut /> = 1 , /> = 2, ou a 
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et es faisant le produit de ces deux eguations: 

Cela pos^, si nous regardons, ponr un moment, y comme nombre entier 
et positif, la formule (32.) donne 

y** • nl 1.2.3.4. ...9 

0 C ; ""Cl+?*)*(i-f»)(t+2»)(t+3n)../.[ 2B -(,_ 1 )l? 

y* jf /1 1.2.3.4. imI 

***V-*> - (2+ 5 «)'2(2+«)(2+2n)(2±än) . . [ qn -{n~ij\- 

Dune, en faisant le produit de ces deux expressions et l'egalant ensuite a 
sa valeur prlcedente, il suffira de rcmerquer, que, i.2.3. ...? = r (7 +1) 
= ?r(?) ponr en tirer l'eotiation 

od l'on a fait pour plus de simplicite: 

w< = (l+/»)(l+2/l)(l+3»)....(f/»-(/l — 1)); 
£ = 2(2 + /i)(2 + 2n)(2+3/i)....(y/i— («— 2)). 
Maintenant, si I on faiseit ici n = 2, on retomberait sur requation (42.); 
mais en prenant n =fe 3, 011 oblient 

^ = 1.4.7.10.13. ...3o-2 
B bb 2.5.8.11..14....3f— 1 

et par consequent 

1 _ 3*-'(1.2.3.4....g-l) 
AB "~ 1.2.3.4.6. ...3^-1 * 

comme on peut s'en convaincre a?ec on peu de ruflexion : partant 

1 3^».r(,) 

AB — A3?) " 
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En subftHaant Getto valenr dans l'equation (ß'".), on en tire 

ou q pewt avoir une valeur positive quelcooqoe« 

faisons ? = 2j> dans l'equation (0.) on obtient 



Dono, en faisant ? = -J dans l'equation (|3 n, .)> e * o*liminant ensulte r(^), 
par la oombinaison de oes devx equations, il viendra 

" r(£ +l ).r(i+») 

La second membre de cette equation peut etre ecrit ainsi: 



Or, il suffit de rapproch er de oette expression lea form nies (ß.) et (ß'.) 
pour qu'il soit manifeste, que l'equation pre'ceo'ente est äquivalente a ceile-cJ : 

ja I Sat 

de sorte que, si « est in nombre divisible par 3, on a par cette equa- 
tion une relation entre quatre integrales de la forme 

ou les exposans n et n sont les memes, et les valeurs de q sont p 2 Pt 

i", I* 

Avant d'aller plus lom, il conviont de simpUfier leoriture de oes 
integrales de*finies, en posant 

pour toute integrale d- cette espoce qui se rapporte a la meme valeur 
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He n. Ce symbole, ä la fois abrege et ßignificatif, a ule propose par Kü- 
hr et adopte par Legendre. 

Suivant eette notation, les deux equations (ß".) et (ß 1 ".) revien- 
nent a dire, que 

Et, par Ia seule inspection de l'equation (ß.), il est manifeste, que tonte 
fonctlon (£) demeure invariable par Ia permutation des deux lettres p et g , 
e'est-ü-dire qu'on a 

Cela pose*, si nous revenons a la forfflule(y.) ou aura, en y faisant p = 3: 

et en posant de roeme /> = 3 dans la formule (32.), on a 

t\ — "* 1.2.3.4 . ... g 

, — 5+9^'3(3+»i;(3 + 2«)....[ 9 n- <n — tj}' 

En rapprochant oes deux equations de Celles qu'on a forme plus haut en 

prenant p = 1, » — ?, et faisant ensuite ie produit des trois integrales 

f 9 l dx(l-*r)\ fixis{l-*)\ f**ämQ-*f 9 
on trouvera, en egalant les deux expressions de ce produit, 

r(i+,).r(l + ,).r(i +J ) " ^ 

od Fon a Feit pour plus de simplicite' 

C em 3(3 + *)(3 + 2/i)(3-J-3«)... — 3)). 

Actuellement, si nous fai»ons /i = 4, on aura 

A = 1.5. 9. 13... .4?— 3; 

S s= 2.6.10. 14. ...4y— 2; 

C = 3.7.U.15....4*— 1; 

1 4t-'(1 2.3 7 — 0 _ 

"* 1.2.3.4.. ..4g-l i~(4 9 \ * 

et par consequent 
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« &oü Ion tire 

Cela pose*, j'observe que la formule (ß.) donne 

I x^-'dx(l-x n ) sss W — w v *' 

Dono, en e'liminant r($, 4 laide de la formale pre^dente, on aura 

(£-) = «""* ■n»-rm./i[».i-ft) 

Le Mcond mem1>re de cetle &juation peul etre mis sous Celle forme 



»rfe ) nj).r(^) r a) . f (£) ra).r(e.) 

En rapproohant cette expression des formules (ß.), (ß'.), (ß*.), on ve 
aussitdt, que lequation preoe*dente est equiValente u celle-ci: 

On trouvera de la memo maniere 

* r ( 5 f) = ^mH;W,>. m| 

En general, m etant un nombre entier positif quelconque, on a: 

Oollc'i Journal J. M. Bd. XVII. IIA. L 5 
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,»-(«+>) t 



W (f)(fp)(3^)-(Ä) 
Legendre a trouve* dune manicre fort differente Ia forraule (jc) oomme 
on peut Ic voir tians le Tome 2. de ses Exer. de Calc. Int. (page 23). 
Mais la formule (K) me parait nonvelle. Plus loin od verra les avaota- 
ges qu elle öftre pour la reduetion des mtc-r-rales EuUrienru* representees 

par le »ymbole \~)' 

(La snite dam le caltier prochain.) 
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2. 

Sur les serics dont le terme general dopend de deux 
angles, et qui servent a exprimer des fonctions 
arbitraires entre des limites donnees. 

(P*r Mr. G. Lejeune Dirichlet, prof. k rnsiterai« de Berlio.) 

Juten series que nous nous proposons de considurcr, dans oe memoire, sont 
ordonn&a suivant des fonctions d'une forme particuliere, fonctions dont 
Legendre a le premier fait usage dans ses belies recherches sur rattraotion 
des ellipsoides de Evolution et sur la ßgnre des planetes. Cea fonctiona 
jouissent d'un grand nombre de propriete* remarquables et les series qui 
en sont formees, sont propres a reprcsenter des fonotions arbitraires entre 
certaines limites. La gc'na'ralite' de cette derniere proposition n'ajant pas 
6t6 jugee suffisamment etablie *) par les oonsiderations qui amcoent les 1 
dcVeloppements de ce genre dans la theorie de I'attractioo des spheroi« 
des, on a cherche a la prouver d'une maniere directe et independante de 
oette tbeorie. 

Si Ton d&igne par P. le coeTßcient de a" dans la valeur develop- 
p^e du radical 

V[l — 2 a (cos 0 cos 0' -f- S 0 aia 0' cos ((p'— ff )) -f- o 1 J 
la proposition dont il s'agit, sera exprimee par l'equation 

(a.) M9) - P.mWW 

qui a lieu pour toutes les valeurs de 0 et de <P coraprises entre les limi- 
tes Ö = ü et fl = ar, <p = 0 et $ =?T, la fonetion /(9, <P) restant entie- 
rement arbitraire entre ces limites et elant seulement assujettie ä ne pas 
devenir iufinie. En ayant egard A l'origine de , Ton prouve que oe 
cocfGcient considere comme fonetion des deux. angles 9 et ß, est une ex- 
pression rationnelle et entiere du degre* n des 3 quantites cos 5, sinöcos^, 
sin 0 bin <p, qui satUfait a cette equation aux duTerenoea partieUes 

( b > bTd^- rjpj'-ErT'PTW'» ■ * 

*) Mtauiqoe celol«, loa t Ii, paf . 72. 

5* 
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Comme les Integration*, dans l'equation («.)» ont lieu entre des lim!« 
(es ooostantes et sont relatives A des variables indcpendantes de ö et de <P, 
il est evident que le terme gcadral 

sera aussi une fonetion rationnelle et entiere du degre* n de cos*, siuOooaP, 
sin 9 sin <f>, et qui satisfera pareillement u Idquation 

La proposition citee revient done u dire qu'une fonetion queloonque f(ß, (p) 
de deux variables peut etre exprimee pour toutes les valeurs de 0 et (P 
oomprises entre les limites indiquees, par une serie de la forme 

f(ß, cp) = a; + + x 2 +....+ x H + , 

dans laquelle X, est une fonetion rationnelle et entiere du degre* n de 
cos 8, sin 0 cos 0, sin 9 sin ß, teile que l'equation (<-.) ait lieu. Mr. Poisson 
qui a applique la serie (a.) u des questions tros variees de physique et de 
mecanique, en a donne une demonstration qui revient u peu pres u ce 
qui suit •). II suppose que les termes de eette sen'e sont multiplids par 
les puissances successives d'une fraction positive a, c'eat-a-dire qu'il con- 
sidere la sene 

TzJF-W'' W * * S (2/1+1) P. a\ . 

L'operation indiquee par le signe S e*tant effeottiee, il fait voir que l'inte- 
grale double qui exprime la lomme de la serie ainsi modifiee, converge 
vers la limite f(Q,<p), lorsque la fraction a converge vers runite*. De ce 
resultat que Lagrange avait dejn obtenu d une autre maniere * c ), il con- 
clut l'equation (</.) en posant a=l. On voit que cette maniere de pro- 
ceder renferme implicitement deux suppositions. On admet que la serie 
preeddeute dont la convergence est evidente tant que la quanttte* a reste 
inferieure u l'unitc, conserve encore cette propriote" pour a = 1, On sup- 
pose eocore que la valeur de la serie correspondante u aal, est en 

# # 
•) Jooronl de I Rcole poljt., 19"» cab. p. 145: Additions k U conntissance de« teapa 
poar 1'ad 1829 et pour lau 1831. Tbtforie nialb. de la cbuleur, pag. 212. 

••) Joaroal de l Ecole poljtecho. 15™ call, pag. W. 
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effet la b'mite de ccllo qui a lieu pour une fraction qu'on suppose 
ger vers lunhe*. Cette soconde supposition ne doit pas paraitre e*vidente, 
car il extste des series doot les termes sont des fonotions continues d'une 
mi-me variable a, et qui changent neanmoins d'une quantite* finie lorsque 
la variable varie iofioimcnt peu. Mais cette eirconstance ne saurait avoir 
lieu dans le cas aotuel, car l'on peut prouver generalement que les series 
ordonnees suivant les puissances d'une variable a sont ncoessairement des 
fonotions continues de cette variable, tant qu'elles restent convergentes *). 
Tout se re"duit donc a prouver quo la serie (a.) est convergente. 

Pour e*taMir ee point essentiel, l illustre auteur transfonne le terme 
geneml au moyen de Integration par parties deux fois appliquee a ob*, 
cune des variables 0', et en ayant «Sgard ü Nquation (6.), Les 
que cette double Operation fait sortir du signe, se detruisant au 
ü introduit dans 1 integrale transformee l'expression approchee 
place a donnee pour P„ lorsque l indice n est tres-grand, et il conclut 
que les termes tres e*loignes de la serie (a.) finissent par devenir inferieurs d 

A dcsignant une constante»*). Ce resultat An! suppose* avoir lieu, 
la convergence de la serie s'ensuit rigonreusement. Mais pour y parvenir, 
Mr. Poisson est oblige de faire plusieurs.'suppositions qui peuvent n avoir 
pas lieu. II suppose que les coefficiens düTerentiels du premier et du se« 
eond ordre de f(ß', relatifs u I'une et a I'autre des variables restent 
finis, il suppose de plus que la fonetion /(0',<P') devient independante de 
P, lorsqu'on y pose fl' = 0. Outre ces restriotions que Mr. Poisson 
enonce, il y en a d'autres qui sont egalement neoessaires pour le aucces de 
son analyse. II faul enoore, que fft, $*) et ses deux derivees d J^€i t 
S^pÖ aoient des fonetions continues, car si cette eirconstance n'avait 
pas lieu, les termes que Integration par parties fait sortir du signe, sub- 
sisteraient quoiqu'ils disparaissent aux limites des integrations. Les diffe*- 
rentes circonstances dont la transformation qu'on vlont d'indiquer, exige 
Tabsence, peuvent se trouver reunies dans des cas tres simples. Suppo- 
sons, par exemple, que la fonetion f(ß', ne renferme que 0', et soit 

•) Vojei wr ce pomt bb mim*tt de lilloetrc Abel Toowl. nur. 314 de ce joaraaL 
••) CoiiniüssaBce des temps P our IV 
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38 2. DirlchUt, de» fonciion» arbüraire» entrt des limite» donne'e». 

exprimee par cos 1 fl' (k deaignant uneconstaute positive inferieure ä limite*) 

taut que 8'<£, et egale A zero lorsque 0*>J. Dans cet exemple au- 

qucl Mr. Poisson a applique* Ja sene (a.), # ) Ja foncHon /(ÖO est con- 
tinue, mais il n'en est pas do meme de son coefficient difterentiel, qui 

dcviöot ihßni pour 8'=y et passe enauite brusquement ulavaleur zero, 
qu'il conserve daos tout i'intervalle compris entre V = et 6' mm t. 

Dans ce cas particulier, le terme general Irans form«? se presente commo 
la difference de deux quantites infiuies» 

II y a, au reste, une remarque generale a fiure sur la sexie (a.), 
qui s'applique egalemeut u toutes les autres formes de developpement pro- 
pres a representer des fonetions arbitraires, cest-u-dire des fonetions qui 
ne sont assujetties a aueune loi analytique. Les series de oe genre, quoique 
toujours convergentes lorsque la fonotion qu'elles developpent, ne devient 
pas infinie, ue jouissent pas toujours de oette propriete eo vertu du seul 
decroissement de leurs termeii. II existe des cas pour lesquels eette 
coDvergence resulte de la maniere doot les termes consecutifs se dotrui- 
sent en partie par l'opposition de signe, en sorte que les termes rt'Juits 
ä leurs valeurs numeriques, formeraient une serie divergente, et si une 
demonstration completo de la oonvergence de oes sortes de developpe- 
ments presente quelque difficulte", eile tient surtout A la possibilitf de pa- 
reils cas. Quoi qu'il en soit, il resulte du moins de cette remarque tres 
simple et qu'il serait faoile de justifier par de nombreux exemples que 
tout moyen de demonstration qui n'aurait Igard qu'au seul decroissement des 
termes, est ocoessairement incomplet et ne saurait embrasser tous les cas« 

II existe un autre procede qu'on peut appliquer aux questions de 
oe genre, procede exempt des difficultes qu'on vient d'indiquer, et qui 
den ve d'ailleurs naturellement de l'idee que Ion doit se faire de la somme 
d'iine suite infinie. Une pareille somme n'etant autre obose que la limite 
vers laquelle converge la somme des n premiers termes, lorsque n de- 
vient de plus en plus grand, on parviendra u une demonstratio» oomplete 
en deWminant la limite dont il s'agit. G est ce procede que j'ai deja em- 
ploye pour demontrer la formule qui exprime une fonotion arbitraire par 



♦) CeBcaifsayot dei u»pt pow 1829, f»g. 348. 
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2. Di rieht et , des fonetions arbitraires entre des timites donnets. 39 

* 

une gorio ordonnce suivant les sinus et les cosiout des multiples de la 
variable •). 

L'application du me'me mojen de demonstration u la serie (u.) est 
moios fädle, non seulemcnt parce quo les termes de cette serie sont don- 
ncs par une double Integration, mais surtout parce que, la fönet ion P, 
ctan t plus compliquee qu'un simple sious ou cosinus, il faut introduire une 
oouvelle expression integrale pour pouvoir executer Integration aux difc 
fereoces ßuies dtendue u un nombre indeterraine de termes. Neanmoins, 
si Ton met P H d'une maniere convenable sous forme dintegrale de^nie, 
la summe des n premiers termes de la serie prend une forme assez simple 
et la Ii mite vers laquelle couverge cette somme, pour des valeurs crois- 
saotes de n t reYuIte du meme tbeoreme dont j'ai dejA fait usage dans te 
memoire che. Je commeoce par quelques recherohes pre"Iiminaires sur le 
coeffieient P a . 

«• 1. 

Si Ton designe par 7 un äugle reel que nous suppoaons compris 
entre 0 et t, et par a une fraction positiv« ou negative, le radical 

Y*(l-2aLy-{.g') peutetre developpe suivant le» puissauces positives de et: 

Le coeffieient P„ est, oomme Ton seit, ane fonotion rationnelle et eutiere 
de cosy, ayant pour expression 

A j-y t. 3. 5.... (2»i— 1) f « . n(n — t) 

, n („-!)(„- 2) (n- 3) ] 

Je ferai observer, en passant, qu'oo a aussi 

P— 1 ("+ 1 )\ ; n ' t l (» + 2)(n-f !)»(*- 1) . « 7 
■ * 1» 2 ' t - .2" ~2 

>. - ( _ iy [ t - fi-ffto 00.' j- +*><■+»"■ ~ '> 

•) VJ.IV. d. «jonrn.il, p* g . 157. 
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40 2. Dirichlet, dtMfonction» arbitrairtl «ntre d,t limilet donnJts. 

Ces expressions tres- simples et qui lont faciles a demontrer, ne parais- 
scnt pas avoir e*te" remarque'es. 

Le meme coefficient peut etre deVeloppe* suivant les Cosinus des 
multiples de y*): 

+ 1 • 3 • . • • (2/i — 5) 1.3 , ' m\ f. 
2.4.... C 2n-4y 2T4 COT fr- 4 ^+ 
expression qui a l'avantage de faire votr que la valeur numerique de P„ ne 
surpasse jaroais Turnte. En effet, les coetGoieus do cos «7, 00s (n — 2) 7, . . . . 
e*tant tous positifs, il est evident quo cette valeur nume*rique correspon- 
dante a une valeur queleonque de 7 ne saurait surpasaer celle qui a lieu pour 
7 = 0, et il resulte d'un autre cdte* de Pequation (1.), que, dans oe cas 
particulier, P„ sc reVluit a l'unite. 

Laplace a fait voir quo P„ peut etre exprime' par cette integrale 
definie ••) 

Cest de cette expression de P. quo cet illustre geometre a eonclu ta valeur 
spproebee dont il a cte question plus haut ***). II y est parvenu au moyen 
de la belle m&hode dont I' Analyse lui est redevable et qui a pour objet 
d'obtenir les valeurs finales des integrales de'finies ou il entre sous le signe 
d'inte'gration des exposans qu'on suppose de plus en plus grands. 

L'objet de ee memoire ex ige que nous met tions P„ sous forme d 'in- 
tegrale delinie. L'expression prec&lente ne se pretant pas bien aux cal- 
culs que nous avons a faire, u cause des quantites imaginaires qui y entrent 
et qu'on ne saurait cbasser sans que l'entier n paraisse d la fois commo 
exposant et comme facteur sous le signe trigonome'trique, nous allons 
chereber une autre integrale plus appropriee ä la recherebe qui nous 
occupe. Pour obtenir cette nouvelle expression de P„, remplacons dans 



*) Kxerriccs d« rnlcnl iotlgral, ISSN IL pag. 248. 
*') Mecaniqne Celeste, lome V. pag. 32. 

•♦•) Mecaaiqoe ctfesle, lome Y. peg.33. Yojts aossi le »pplcmeat an tomeY. pag. 2. 
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lequation (1.), a per e*-\ ^ Mgnutt tm tngle indep^ndant de 7 et 
compris comme ce deraier ontre 0 et sr. 

Le »econd roemhre de cette ecjiiation prendra Ja forme G + /f /"— l, 
eo poaant pour abreger, 

G m P 0 + P i cm+ + P 7 co*2^ + .... + P a coBn4, + .,.. 

H = P I «in^ + P,8in2^ + + P H sian^+ .. 

Quant au premier membre, on trouve que m partie reelle a une exprea- 
aion differente selon que \p «3t inferieur ou superieur u 7, et qu'il en est 
de meine du coefficieet de 1. Cette partie reelle <*tant dans le pre- 

80881 G = ^2(^^Ö] ou G=a vt2 ( «lT*-«»f)l 86,0,1 T*»*<7 ou 
Oo trouvc pareillement 

lelon que ^< 7 ou *> 7 . 

On a dun autre 00^, par la theorie connae des seVies de sinus et 
de Cosinus, 

P n = lf o n Ge<xn+d4, et = ****** 
8i I on partage ebaonne de oes integrales en deux autres prtses entre las 
Hmites 0 et 7, 7 et et qu'on motte ensufte pourG et H leurs raleurs 
donnees plus haut, il riendra 

3, p sä 2 /v oo6ny> cosj yigy , 2 /* T cmn y «in}y^ 
" «*/o V*£2(cosv— coty)] ' f»y y V"[2(c«y — ct*^p)J* 

ou il est essentiel de remarquer, que, d'apres la theorte oitee, le seoond 
mombre de l'equation ($.) doit £tre re*duit a moitie' lorsque n =3 0, et que 
i'equation (4.) no s'applique pas a 00 oas, P 0 n'entrant pas dans la Serie ff, 
Le prooe'de' qui vient de nous oonduire A oette double expreasion 
de P mt n'est pas rigoureux en oe que nous n'ftrons pas dämontre que les 
sones G et H aont oonvergentes. Cette convergenoe a efFeotivement iiea, 
le cas exeepte* on ^ = 7, pour lequel les foaotions de \p que oes series 
representent, deWennent infinit*. Mais comme la cousideration de oes 
exigerait trop de detail», not» ne nous y arreteron* pas et nous 
Caire voir, a posteriori, et par un caloul tres sirhple que les integrales 

CreO.'f Journal d. M. 81 WH. Hft. t. ö 
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42 2. DiricTilet, cUs foncUons arbiträres crrtrt du limii* 

prectdente» exprimeot en eflfet les coefHciens du de'veloppement du radioal 

1 

Si' Ton deuigne par <?„ la premidre des deux integrale« oontemies dans l'e- 
quatiou (i.), on aura 

V * nJo V|.2 (cob^ — c«y)] * 
et la valeur numerique de Q„ sera evidemment inferieure a 

La scrie 

t 0> + cl + <?, a' + ....+ <? B o" + . 
dans laquelle a deaigne uae fraction positive ou negative, sera done coo- 
vergente. Pour en obtenir la somme, mettous ä la place de Q 0 , Q t f Q 3 , , . . , 
ce que ces leltres representent. II viendra aiusi 

;/ r 7iÄii«+»«H.'«2n....) 

ou si Ion remplnec la serie oonvergente sous le stgue par sa valeur cou- 
-L 1— a* 

« Jo V"[2(oosy/ — cos 7)] ' 1 — 2acosi//- r -a i ' 
L'introduotion d une nouvelle variable $ teile que « ain ;, — sin - - , cbaogera 

eu celle-ct 

l-o' /** 3i 1 



L'iotegration etant effoctuee par les zn&bodes connues, on trouve 

Od pourmit obtenir d'une maoicre semblable la somme de la seVie 

designaot pour abreger (a secoode des integrale* (3.)* M fll ' s 011 7 jw- 
vient plus sixnplement par fa consideration suivante. Le terme geueVa) 

prendra cette mttre forme, si Ton rempleco ^ ,par TT - et que Ton ob- 
8£M quon a cosä(jt— ^) = (—!)* oosiij/, 
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2. Ufr i cht et, dts/*»ctiont artitraires entre d*s timites dowees. 43 

brme, il est evident que ce terme general rtwuhe de oelui de 
la aerie deja. sommee et qui est 

en changeant simultaneraent a en — a et 7 en ir— 7. En fanant dono 
ce double cbaogement dana l'exprcsaion de la nomine de la prämiere s&- 
ric , od trouve pour cellc de la «eeonde 

T V(1^2a"^ y + a') + + . + 

En ajootant le* deax series, il vient 



P„ deugnant generalemeot Texpressioa (3.), ce qu'il s'agissait de faire voir. 

Pour v<'nfior l rquation (4.), qui n'a pas Keu pour n — Q, consido- 
rooa d'abord la serie dont le terme gcuJral eat le produit de a" et de 
la premiere des integrales qui y eDtrent. Ce terme general eat 



En aJtribnant 0 « (out es los valeurs entieres u partir de /? = 1, et Güsant 
la tomme, ü vieodra 

* c/o V"[2(eo6y-cosy)] 1 — 2 acoa y-f a s * 



que I on a 

l'cxpres&ion prececlente denent 

«Jo V^coey — cos y)] n J ü coey)] ' t- 2rtco*y>-f «*' 

En mettant pour ces deux integrales dout ia seconde s'eat deji presontee 
plus haut lorsqu'on a sonune* la auite -\ O + <?, a + etc. , leurs valeurs , il 
riendra 

6* 
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44 2. Dirichltt, de* fonetiont arbüraircs entre des Vcmites donnJet. 

i_ t i-a 
~~ 2 ~T~ 2 V(l~2a »»? + •-)' 

Si I on considere en second lieu la serie dont le terme general est egal ä 
la secoude des integrale« (4.) multipliee par a", on • assurera, comroe plus 
baut, que cette serie resulte de celle qu'on vient de »ommer, en chan- 
geant simultanem- o t a eo - a et 7 en r — 7. Cette nouyelle serie a 
dono pour lomme 

1 , 1 i+a 
~ '2 T 2 V(t-2ac<»y + «'r 

En reunlssant les deux r&ultats, on obtient cette equation 

_ 1 — T—rr — l = P,a+P,a , + .... +P»a"+..... 

P, e'tant dorm«? par 1 equation (4.), qui se trouve aiosi veriGe«. 

§. 2. 

Apre» oes preliroinaires, nous allons consi derer la serie 

5 ' Ä^ 2 " + "K/T P " j ®'* W *<P', 
le slgne tonimatoire s'etendant ü toutes les valeurs eotieres de n depuis 
zero jusqu'n llnfini, et la tbnetion ftff , £') .'taut donnee d une maniere ar- 
bitrato depuis 6' 9 0* = 0 jusqu'd 9' = t, <p =» 2ar. On suppose sen- 
lement quo cette fonotion ne devient pas iufinie entre cee limttes. Quant 
ii P„, o'est le eoetRcient de a" dans la valeur deVcloppe*e du radical 

V \i-**{~* 9 «&+J6+d'^- 9 »+a»y 0n obtieod « <* coeßicient, 
si Ion snppose 00S7 sa oosl ooa0'-|-sin0 sinö' cos(P'— <p) dana luue des 
expressions de P„ obtenues dans le §. preoedent. 

Pour sommer la suite (5.), nous considerexons la somme de ses/z -f 1 
Premiers termes, et nous montrerons que cette somme couverge vers une 
limite lorsqu'on fait croftre indefinimeot le nombre entier n. Supposons 
d'abord 6 = 0, cas auquel ii sera f res facilo de ramener ensuite celui d'une 
valeur quelconque de cette variable« Cela c-tan t , 00 aura cos 7 = cos S ', 
et P„ ne contiendra paa la variable Q'. Si l'on pose pour abreger 

et «lue Ton Äsrive 7 u la place de 0', Ja somme du n 1 premiers ter- 
mes de (a serie devienrtra 

3 = i/" r /[P D + 3P J + 5P J +....+(2n + l)P.jn7)«ioy57. 
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La lettre 0' ayant ete" remplacee par 7, lee expressions de P u , P k , P %9 . . 
aeront «eile« qui rtfiultent des equations (3.) et (4.), «ans y rien «banger 
soimne precedente peut etre partage*e en Celles- ei 

que nmis examinerons l'une apres l autre. En iutrodnisant dam la prä- 
miere, les expresstons de P 0 ,J>, .... P„ donnees par requation (3.), et 
ayant egerd a la formule oonnue 

l+2cos^ + 2cos2^+.... + 2cos/i^ = 1, 



n 



Quoique les integrations relatives e ^ doivcnt etre eOecturfes entre des 
»mite* dependautes de la variable 7, a laquello se rapporte Pautre Inte- 
gration, on peut facilement intenrertir l'ordre des deux integrations. II 
sußit pour cela de faire usage de la formule suirante 

qu'il «st tres faoile de deraontrer ei qui devient tout u fait eVidente, Iore- 
qu'on l'envisage sous un point de vue georo&rique. En effot, si l'on am- 
501t que x, y, y) soient les ooordonn«es rectangulaires d'nn point 
quelconque d'une surface courbe, on voit sur le cltamp que les integrales 
pre°eedente* represeotent Pune et l'autre la partie de l'e»paco comprtse 
entre cetta surface, le plan des a*, y et les trois plans perpendicufaires u 
ce demier et dont les equations sont y = 0, «so, et y = x.. 

On transformara la premiere partie de T, en iMmilant au Pre- 
mier membre de l'egalite pnSeeMeote et en remplacant oe premier membro 
par le second, et l'on operera en seua inverse pour ia scoondo partie dr T r 
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On trouve ainsi 

en posant pour abreger, 

Il(^) sera uae fonotion de quireste finie pour toute valeur de \p oom- 
prise entre 0 et r. En effet, a Von designe per flf, abstraction feite du 
aigne, la plus graude valeur de F(«y) depuis y «=0 juiqu'a 7=*, il est 

evident que la valeur numerique de Imtegrale /J ^^-l r )) « 
moindre que 

X f^m, * 7 J 7 VI = 2Äfcos|. 

L'autre integrale est infeYieure A 2 M sin ^ et parconsequent U(^) moin- 
dre que 2M. 

La fonction IT(t//) nc devenaut pes infiaie, on determinera factle- 
ment la limite vers laquelle T converge au moyen d'un tbeoreme qui se 
präsente dans la theorie des series de sbus et de oosinus. En posant 
4>—2ß, il viendra 

et Ton conclura imnjcdialement de ce theoreme, ( Voyez la note A la fin 
du memoire) que la limite de T pour des valeurs de n iodäfioiment crois- 
santes est egale ä 111(0). En ayant egard ä oe que 11(40 «T>rescnte, 

on trouve 11(0) =^J^ *\i)oos£$i % La limite vers laquelle T converge, 
est donc ifjFWvn^dr 

5. 3. 

Fassons maintenant u la eonsideVaooa de Ü. En y mettant pour 
P„ P,, .... P„ les expressioos que fourait Ve'quetion (4.), et interiertis- 
sant eusuite l'ordrc des integretions au moyen de la fummle (6.), on aura 

7. U = iy^ n 0(^)(sin^+2sin2^^....^-Äsui7i^)a^, 
ea posant pour abreger, 
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2. Dirichlet, dn /oncu'ons arbitrairtf entrt dfs Ivnitti donncts. 47 

Los deux integrales que renferme Of'i ), eHant les memes que esÖes qui 
entrent dans U(4^\ on conclut comme preocdemment que la fonction 0(^) 
ne dcvient pas infinie. Mais U faut prouver de plus que 0(^0 est une 
fonction oontimie, c'cst-a- dire, qui obange par degros insensibles lorsqu'oo 
fait croitre \p dune maniere semblable, depuis ^ = 0 jusqua \p—rr. 
Cette propriete a Heu quand meine la fonction F(y) qui cntre dans U 
coroposition de 0 serait discontinue o'est-a-dire quand inline la courbe 
dant y est l'absctue et F(y) l'ordonnee, serait compose'e de parties discon- 
tiguea. II est toujours bten entendu que F(y) doit rester finie, eondition 
qui est evidcmment remplie des quelle a lieu pour la fonction /(0',$O 
doot F(y) derive. La meme proprio^ appartient aussi a \M : V< , mais il 
n'&ait pas necessaire d'y avoir egard dans l'cxamen que nous avon* 
fait de T. 

Pour prouver la proprie*te* e'nonce'e, il suffit cvidemment de faire voir 
que oette proprio convient ä chacune des integrales que renferme 0(qV). 
Si Ton suppose que dans la seconde de ces deux integrales, yp augmente 
de Ja quantit^ positive e, l'integrale augmentera de 

/*»+ * F(y)rim r dr _ f + F(y)*hydy 

Jo irp(m7 y 0 ^(cosy— wtt)] a 

Cette differeoce peut etre mise sous cette forme 

, F(y)ünydy 

+ A V12(wsy-«s(f+«))r 

Commc le facteur de ^(7) dans la premiere de ces deux integrales, roste 

evidemment toujours po«itif cntre les lirnites de l'inte*gration, il est eVident 

que l'integrale est motndre, abstraction faite du signe, que l'integrale de 

ce facteur pris entre les memes limites, multipliee par la plus grande va- 

leur de F\i) t quo nous deaignorons par M comme plus baut. 

L'integration ctant eflectuee, on trouve pour la quautite* que la 

vaieur numenque de l'integrale ne saureit surnasser 

2 * j* |- »o^ + }/(«* f .in (+ + -J))] . 

On irouve pareillement que la vaieur numerique de la seconde integrale 
est infenenre * 
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Lea expressions procodentes &'e>enouiseant avec t, il en resulte que l'accroit- 
semeut do 1 intogralo 

oorrespondant a une augmentation infiniment petita de la variable ^ est 
lui inenie une quantite* infiniment petita. Cette integrale sera donc Une 
fonetinn oootinue de 

Le meme raisonneraent s'applfqnanr a l autre integrale qua renfermo 
0 (4>) f la oontinuite* de cette fonetion se trouva etablie. 

O est evident a la seule inspeotiem de l'expression de cette fonetion, 
quelle s'cVanouit atix deux limites 4>=*Q et ^s=y, oest-ä-dire, que Ton 
« oes deux equations 

8. 0(0) m 0, 0(t) ssb 0. 
Poson» pour abreger ^ae'(^ et voyons quelle est la valeur 
de 0'OJ/), lorsque ^ obtient la valeur partiouiiere 0. Si I on desigae pour 
un instant, par r et s les deux integrales contenues dans 0(^), on aura 

et cn differentiant 

Pour v^ = ü, on a eridemmant 

3 9 

Pour d&erminer ^— dans oe meine cas, on remarquera qu'a cause de 
* ac0 ' g~ ««t eviderament la Iimite du rapport 



la quantite* positive « decroissant mdeTiniment. Ce rapport est corapris 
entre les deux quantites 

/./„ V\2 (cosy — n»t)] tj ü V[2(c«sV-cosf)]' 

ou ce qui reviont au meme, entre celles-ci 

* l» ei n i» » 
5* et /* designaut les valeur* extremes de F(y) dans l'interraUe de l'inte- 
grafion. Les expressions pro'ce'dentes oonvergeant vers la «mite F(p), 0 n 
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2y ~ F(0), pour la valeur particuUero »// = 0. Ol) trouverait 

la valeur do |^ eorrespendaate a * = 0, 



dont oo u'a touteiois besaia qua paar s'as&urer qu'elle i 
Au moyen das determinations pce^c&lentes, 01 

fc e»(<0-^(O)-f/*F( 7 )ooif7*y. 
Cela poel, reprenons l'expreesion de U (7.). La mite 

sin* + 2 ain2* + .... + n sin»*. 



En integrant par parties, an trouve 

le terme — Q(^) ~- (2 , B + 1Uv ' qua oette Operation iait SOttir du signe, 

disparaissant. Cela resulte 1° des deux äquations (8.) d'apres lesquelles 
©(*) s'e'vaaeuit eux Umites , et 2° de ce que oette fonetion raste 
contiaue daas taute J'&eodue de Ciategration, oomme nous l'avons fait 
voir plus haut. 

Sous cette forme il est evident per le thßoreme dlja citö (Yayez 
la note ä la ik du memoire) que V cnoverge vers la lhnita e'(0), ou ce 
qui revieat an mcme d'epres l'equatien (8.), vers U limite 

" 0 

II est essentiel de remsrquer que ce resultat ae cesse pas d'etre exact, 
quand memo la fonetion 0'(^) deviendrait lofiuie pour eectaines vileun 
particulieres de *. Quolque ©(*) coaserve toujours uae valeur flnie, la 
meine propriete" ne ©onvfent pas t.oujours k la fonetion derivee ©'(*). U 
sentit au coutraire faeUe da s'assurar qua ©'(*) deriaat lifnMiafrwUiit 
infinie paar aertaiaes valeurg pertiauUeres de la variable *, tautas leefeis 
que la fonctian F(i), daat ©(*) depend, est une fonetion discontiaue. 

Mais, oomme on l a deji dit, oette c4roonstanoe n'enipechera pas le 
theoreme de Ja nute,,, d'ötre applicable, laoanditian que oe theoreme ex ige, 
CttlWs Joonal d. M. 9L XT1L Hit. I. 7 
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et qui oonslste en ce que riotegraley^0'M^=0(^) doit rester fioie, 
utant evidemment remplie. 

En reunissant les resultats qu'on voit d'obtenir, on conclura que 
lasommo S=T+U converge vers Ialimite F(0) pour des valeurs crois- 
santes de n. II suit de la que la seVte (5.), lorsqu'on y suppose 0 = 0, 
est convergente et a pour somme F(0), et oomme Ton a pose* plus haut 

cette somme sera donnee par i'integrale ^/*7(0,<rW. 

f. 4. 

Pour passer plus facilement au cas general, on l'on attribue dans 
la serie (5.)» a 0 et des valeurs quelcooques, 3 convient de presenter 
sous une forme g^om&rique le resultat auquel on vient de parvenir. Pour 
cela, ooncevons une surface aphcrique d'un rayon egal 6 l'uniltf. Si par un 
point fixe de cette surface on fait passer un aro de grand cerele, que nous 
considerons egalement comme fixe et prolonge d'un seul cAte\ la position d'un 
point quelconque de cette surface sera deterrainee de*s que Tou counaitra 
l'arc de grand cerele compris entre ce point et le point fixe, et 1'angle 
spherique que cet aro forme aveo l'arc fixe. Ces deux coordoonoes po- 
laires sphenques etant designees par 0' et Q', on embrasscra evidemment 
la surface entiere, en attribuant ä 0' toutes les valeurs comprises entre 
6'c=0 et 0' = T, et a toutes celles comprises entre <p' = 0 et P / = 2jt, 
et il est egalement Evident que Clement de surfaoe relatif ä oes coordoo- 
nees, sera exprime par sin0' BV<)<p'. La foncüon /(•', <p0 *ant alnsi don- 
nee pour la surface entiere, on voit que hntegrale 

est la moyenne de toutes les valeurs de cette fonetion correspondantes 
aux difleYents points de la circonferenoe d'un petit oerole, decrit de Tori- 
giue comme ©entre et aveo un rayon spheYique e*gal a 0'. Si la fonetion 
/{$', <P0 devient independante de l'angle lorsqu'on y fait 0' = O, on 

aura F(0) = ~ f*"f(ß>V)W =M<fO, <* 1« «omme de la seVie (5.) 
coincidera avec la valeur de la fonetion relative ä l'origine des coordon- 
ntes. Mais dans le cas general ou la aupposition de 0' = O, ne fait pas 
diiparaitre <p* t la fonetion /(0', <P') aura une infinite de valeurs difleren- 
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f es a cette origtne et sera disoontlnuo dans tous les seas autour de ce poiot. 

La somme de 1a serie etant toujours ex primae par — / /(0, <?<£>', 

sera alora la moyenne de toutes ces valeurs en nombre infini. On peut 
doDO dire g^neralement qne la serie (5,) , lorsqu'on j poae $ == 0, a pour 
somme la mojenne de toutes les valeurs de /(0', $>') qui out Heu sor la 
rirconference d'un cerole iuGniment petit et dont le eentre est k l'origine 
des ooordonnees. 

Pour passer du cas oA 0r=O, 1 celui oi\ 6 et $ sont quelconques 
mais ioferieures a ir et a 2tt, on pourrait transporter l'origine au point doof 
les coordonnees spheriques sont 0 et Mais on peut se dispenser de oe 
calcul, en exaratnant attentivement le terrae general dans Tun et dans 
l'autre cas. 

Dans les deux cas le terme general est exprime* par une integrale 
double etendue a toute la surface sphen'que, et dont l'&ement est le pro- 
duit de deux facteurs. La premier facteur /(Ö'.^sinfl' afl'cXP' qu i ex- 
prime 1'eUment de surface multipbe* par la valeur de /(6', 00 qui s> rap- 
porte, est le meme dans les deux cas et il n'y a de diffeVenoe que pour 
lautre facteur P n , Dans le premier cas, ce facteur P„ est une certaine 
fonction de la distance aphenque 6' de l'e'lement de surface ä l'origine 
des ooordonnees, et dans le second cas, P„ est la meme fonction de 7, y 
etant donnee par l'equation 

cos 7 s= oos 8 cos 6' + sind' sin ö' oos (^'—?)), 

et comme Ton sait par la trigonomotrie, que 7 est ia distance des deux 
points ayant pour ooordonnees 0, et 6', <P', il est evident que les deux cas 
ne se distinguent, qu'en oe que l'origine des distances qui coincide avec 
celle des ooordonnees dans le premier cas, se trouve dans le second au 
point quelconque (0, On voit donc que Ia serie est de meme na- 
ture dans Tun et 1 .nitre cas, et comme on a prouve la convergenee de 
cette serie pour le premier cas, en meme temps qu'on en a obtenu la 
somme, on peut transporter au cas general le reaultat trouve* plus haut. 
On trouve ainsi que la serie (5.) est une serie convergente, et dont la 
somme est exprimee par la mojenne de toutes les valeurs de la fonction 
/(§', <p') t relatives sux diflerents points du oontour d'un cerole tnGniment 
petit doot le centre est au point (0,)* Cet enonee embrasse tous le cas. 

7* 
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Lorsque le point (0, Q) n'est pas du nombre de oeux autour des- 
quels la fonotion arbitralrement donnee pour toute l'etendue de Ja sur&oe 
spherique, est disoontinue, Ia moyenne preoeMente ooüjoidera avee J (0. 
qui est alors la somme de la serie (5.), ce quH s'agissait de faire voir. 

Pour Idairotr cet enonce par uu exeniple tres-simple^ conceyons 
qu'apres avoir trao^ ud polygone spberique quelcooque, on suppose la 
fonotion arbitrair e f(ß (f> / ) egale ä fünfte' pour tous las points dans 1' iute- 
rieur du polygone et egale a zero pour Las points exterieurs. II faudra 
dooo remplacer dans la serie (5.)» f(ö', ty) psr l'unite et n'e*tendre en- 
sulte la double Integration qu'a la surface du polygone. Las termes de 
la serie e^ant ainsi oompletement determines, ol l'oo tubatitue dans oette 
serie des veleurs queloonques Ö et <p, la valeur oorreipondante de la serie 
sera ftinite ou 26ro, selon qua le point dont les eoordonnees tont 0, Q, 
sera sitae' en dedans ou en dehors du polygone. Dans le oas interme- 
dia» ro ou le point (6, <P) appartiendra au oontour du polygone, la moyenne 
de toutes les valeurs de /(6', <P0 oorrespondantes aux diffiarents points du 
oontour du oerole infinlment petit sera eVidemmeut f ; yaleur qui sera 
dooo aussi celle de la serie. Mais oe resultat oesse lui meme d'etre 
exact, lorsque le poiot (0, <p) appartient a la fots ä deux partias difleVen- 
tes du oontour, o'est-a-dire, lorsque les ooordonnees 0, <$ sont oelles ö?un 
sommet du polygone, et il resulte de VSnouoi g6n6ral qu'aJors la somme 
de la serie est egale a l'angle auquel ce sommet appartient, dirise par 
quatre droits. 

$. 5. 

Apres avoi r prouye qu'une fonotion f(ß, , arbitrairement donnee 
depuis 0 = 0, <p = 0 jusqu'a B <p~ 2<ß, peut etre exprimee par une 
serie oonvergente dont le terms general X„ est une expression rationelle 
et entiere du (legre n, des quantite's cos 9, sin 9 cos <p, sind sin <ß, teile que 
l'equation (c) soft satisfaite, fl nous reste a faire voir que la meme fono- 
tion n'est susceptible que d'uu seul dereloppement de oette espeoe. II 
suffit pour eela de prouver, quo, si T m est une expression de meme na- 
tura que X n et du degre* m, on a toujours*) 

•) M<c»oi<iue Celeste. Tome II. pag. Sl. 
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los Integration* tf&eodant depuls 9 = 0, <p = 0 jusqu'a ö = tt, (p = 2a*, et 
les indioes « et u» Aant supposes differents. Si, apres avoir remplaoe' dam 
Hntegrale pw&Mente, 2. par laa deux termes qui iont Äquivalents aoette 
expresnon en vertu de l'lquation (<?.), on ofaasse au moven de Integration 
par parties, les ooeffioiens differentiels qui sont ainsi introdohs sous te 
sigue, et que I on alt eusutte egard a l'eqtiation aus diffiarences partielles 
ä laqueüe T m est suppose satisfaire, il viendra 

[»(a + l)-*i(»t+l)] Jf x»r»tined<p = 0 

resultat qai eomeide aveo l'equab'ou {d). 

Cela pose*, si la foootkm /(0, qu'on suppose eompietement don- 
nee pour toutes les Talen» de Ö et de (p oomprises entre 6 = 0, <P=0 et 
6-»*-, <f> = 2«-, etat susceptible de deux developpement» diffeYenls, on 
Burait entre ees limites 

T 9 + Y i + Y t + ....+ T n + .... = Z 0 + ^ + 3, + . ...+£„ + ...., 
J£ n d&igoant une expression de meme natura que T„ a En posaut 
X n — Y H — Z n9 X„ sera evidemment encore de meme natura, et Ton oonolut 

•Xö -|" «^i + "t" • • • • "f" X» "f" • • • • SBB Od 
Cette e'galite' ayant lieu entre las limites indiquees, si on. l'iutegre 
entre oes meines limites apres l'avoir muMpUee par X„ sin ö d 0 ö <p, tous 
les termes, a l'exception d'un seul, disparaxtront en vertu de l'equation 
(Ä), et fl viendra 

JT xisinoaeap« o, 

d'ou fl suit qu'on a identiquement X n —0, oe qu'il 8'agissait de prouver. 

II n'est peut-etre pas inutile de faire remarquer que la propri&e" 
importanto qu'on vient de rappeler, n'est pas parttealiere aux »eries dont 
les termes generaux sansfont ä l'equation(c.), oomme oo a paru ioeroire. 
Elle convient, au oontraire, a tont antra forme de developpement propre u 
exprimer une fonedon arbitraire. Les termes d'un pareil developpement 
sont toujours completement detormrnes, lorsque la fonotion est donne'e dans 
toute l'etendue de I'intervailo pour lequel eile peut dtre choisie a volonte. 
Cest ainsi, par exemple, qu'une fonedon fix) donnee depuis x= 0 jusqu'a 
a? = jt, n'est susceptible que d'un seul developpement de la forme, 
<h Bin x -f- «, sin 1 x 4" ••• • + a^hianx -J- etc. 

et Ton a i»eeessaicemcnt Q.=2±J^*mnxf(x)dx. 
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Comme P„ cnnsidere par rappo«* aux variables 9, est de meme 
nalure que X n , on aura en vertu Je l'equation (d.) 

JfP.T.MBBBQ = 0, 

n &ant toujoure supposä different de m. Soit Y' m ce que Y m devient 
lorsqu'on y remplaoe 0, <p par 6', l'equation prec&ente donnera en y 
mettant 6', a Ia place de 6, <P> et reoiproquement, oe qui ne change 
rien au coelficieut P my 

Cela pose\ si Ton suppose que dans l'equation (a.) , la fonction f(ß,$) se 
rlduise a Y m , tous lea termes du second membre, ä I'inoeption de celui 
dont l'indice est m, s'evauouiront en vertu de l'equation prec£dente et 
l'on obtient 

resultat remarquable et qu on a souveot occasion d'employer. 

Addition an memoire precedent. 

On a ces deux theoremes: 
„La fonction f(ß) restant finie depuis ß = 0 jusqu'a /3=A, (ou 

»0<A?i«), l'integrale f*flß)*0W convergera vers ir/(0), si 
„la quantite" positive k devient bGnie." 

„La fonction /(ß) restant finie depuis ß = £- jusqu'a ß = ' i , (ou 
„0<Ä-<A5i«r), Vint^nle f g k f(ß)^0dß s eVanouira pour * = oo.' : 

Ces deux theoremes dont le premier est celui dont noua avons fait 
usage dans le memoire precedent, se demontrent d'une maniere tres simple 
lorsqu'on suppose d'abord que Ia fonction /(ß) reste oonü'nue et toujoura 
croissaute ou toujours decroissante entre les limitea des Integration s c ), et 
Ton passe enauite au cas geoeral oü cette fonction serait disoontinue et 
alternativemeot croissante et decroissante entre oes limites, en decomposant 
les integrales en d'autres entre lea limitea desquelles ni l'uoe ni l'autre de ces 

•) Vol. IT. de ce Journal pag. 165. 
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uirconstaoces n a plus lieu et dont les valeurs corrcspondantes sj k = oo t 
resulteront par consequeot immediatement du premier cas. 

Pour que l'analyae par laquelle nous avona determiue Ia limite de 
l'expression U ($.-3«)t soit complete, il est esseotiel de remarquer que le 
premier des theore*mes preo&ents ne oesse pas d'Stre exaet quand raeme 
la fonction /(ß) deviendrait infinie pour une ou pour plusieurs yaleurs de 3 
difierentes de zero et comprises entre ß = 0 et ß = A, pourvu qu'alors l'in- 

t6gn\e f^f(ß)dß=F(ß) reste finie et oontinue depuis ß=0 jusqu'ä ß=A. 

Pour nous en assurer, supposons que /(ß) ne devient infinie que 
pour ß = c, le meme raisonuement s'&endant sans difficulte" au caa d'un 
plus grand nombre de valeura. Designons par t une quan fite positive quo 
nons supposerons invariable tandis que k oroit au-dela de toute limite, 

et dccomposons l'int^grale^V(ß)^^ 5 ß ©n 4 autres, ayant respoctive- 
ment pour limites, 

0 et e — e, c— | et e t 0 ol c + f, c-fretA. 
La fonction f(ß) ne devenaut pas infinie entre les limites de la 
premiere et de la quatrie'me de oes nouvelles integrales, ces integrales 
deviendront respectivement ijr/(0) et 0, pour *==». Quant aux deux 
autres» on remarquera que la quantite arbitraire t peut etre choisie assez 
petite pour que /(ß) conserve toujours le meme signe depuis. ß = c — c 
jusqu'ä ß=<?> et qu'il en soit de meme pour l'intervalle compris entre 
ß = c et ß sbs c-j-f, ce dernier signe pouvant d'ailleurs etre different du 
premier, puisquc /(ß) peut changer de signe en passant par llnfini. 

(Cela aurait lieu par exemple si Ton avait /(ß)= — 2y*(c--/g) ' <an * 
que ß<c, et/(ß) = 2y ^_ c) , lorsque ß>c. Dans ce cas, F(ß) serait 
^( C _ß)_/V ou f(ß—c)—fc selon que ß<c ou ß>c, et remplirait 
par consequent la condhioo e*nonoi5e plus haut, les expressions preoe'den- 
tes etant des fonctions continues de ß et coincidant pour ß = c) 

Cela pos^, il est evident que la seoonde et la troisieme integrale 
seront, abstraction fait du signe, et quel que soft A, respecthremeot ioft- 

neures aux q y( c) __Ffr~«) F(c-H)— F(e) 

tio(c— t) 9 «mc 
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Gomme F(ß) est, per Hypothese, une fonotion contioue de ß, et comme 
e diff&ie dezero et de tont outre multiple de ar, (puisgu'OD a 0 < * t) oa 
voit que las valeura prec&entis peuvent devenir mofadres que tonte gran- 
deur donnee, en ohoisissant e sufftsamment petit 

Mais od a to d'un autre cot«, que, quelque petit qua Tod suppose 
la quantite Invariable e, la somme das deux autres integrales oonvergera 
toujours pour des valeurs crots&antes de A, vere la limite isr/(0), llmite 

qtri aera donc aussi celle de Pin tegrale/ o V(ß)^dß, pour *»«,, oe 
qu*il s'agissait de prouver. 
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8. 

Sur ftisage des integrales deflnies dans la 
des series finies oa intimes. 

La & TAmMuio i<* «dencw de Deriln le to. Juli» 183$. 
P«r Mr. G. Ltjame DiricUet. 

(Extrait.) 




Parmi les oonsequonoes nombreuses et fnettendues que Ufr. Gaufa a tireos 
de Ba belle theorie des Iquetions binomee, il y en a une qui presente ime 
singuiarire' tres remarquahle. La lettre p deugnant un nombre prämier 
4m +1, et y un aombre premier 4mf j, U resulte de oette theorie que 
las depx expressions 

* = * oük i, et / ass 2 ein 

1=0 P * | K 0 1 

eont donnecs per oes deux dquations du seoond degre" s*=*p, f. On 
oonclnt de 14 s=±fp t t sss±/>, ou il ne s'agit plus que de teer le 
eigne qui doit «Ire uoique dans fun et lautre ose, les 
tos äent oompletement detormloees. En attribuent des 
Leres aux sombree p et on trouve tonjours que e'est Ie eigne superieur 
qui doit avoir Hbu, mab il est tres difHoila de prouver la generalite" de oe 
retnltat indique psr l'induotion. Dans aas „Disquvritione* arithmeticae" 
Mr. Gewfs ne s'etait pas ntfaohö a lerer oette difßcul t6 singulare, mais il 
j est rarenn dans un memoire partioiilier *) que les geometres regardeot 
eomme une des plus helles productions de ce profond aoaljste. La nie-, 
thode dont il y fait usage, oonsiate h transformer les sommea prece'deotes, 
on pintot les expressions plus generales qui a*en de'duisent, en j remple» 
cant los nombrce prämiere p et y per nn entier queloonque n, en pro* 
duits de ein» d'aros eqtrfdiffereoüi, produite qui eont tres faeiles a eratner 
et qui ne preeentent plus enoune embiguitl de eigne. La difficufte' de se 
rendre Wen oompte, a quo! tiant le snooes des oonsiderations deÜoates per 
losquelles l'illustre auteur upera oette ingemeuse transformetion m'ayant fait 
P, sl on ne pourrait pas resoudre lo memo question sans y ro- 



qiwmudajn Mrivrom atngtilartam. Onnmrnl. reo* nu aocirt. Gpfting. Tom. I 
CnB* /oinul 4 *. IM. XTH. Hft. 1. 8 
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courir, je suis parvenu au tbeoreme suieant qui comprend le* BommatiooE 

„La Boroine de fa s^rie finie ou mfinie 

== c„-f- c,oosa-f c 2 cos2a-f- .... 
etant contrae, on peut toujours exprimer eu raoyen de la fonetion F(a), 
les nouvelles series 

c 0 + c, cos T . ~ + c »cot 2' + . . . . 

c Bin f. ^ + *,rin2\^ + ...., 
ii n 

qui ont les raemts coefficients que la preoe'dente. n 

Je me flatte que cette notifelle maniere de partenir aux resultats 

•! remarquables de Mr. Gaufs pourra avoir qaelque interet, Hustoire 

de la theorie des nombres noos montraot par de nombreux exetnnles, 

qae o'e&t surtout dem oette partie de Fa seien ce qu'il *y a de r«van- 

tage ä enrisager la meme question soua des pointo de Tue trea diffe- 

renta. La methode de Mr. Gaufs e*tait jusqu'a preaent le eeul naoren 

de vaiuere la diffioulttf tndiquee et qui oonaiate dans I'ambiguite da signe. 

Celle que Mr. lAbri e donnee, qucfqae treji fngeineusej ne paraft paß 

propre a resoudre cette difficnlte* piriequelle fait dependre les Bonames 

cherche*es dune equattan du second degre. Pour faire dfepareitre l'ambi- 

guit(S qne cette ciroonstaueo fait naitro*), le sarant anfeur a reoours k 

Pexpreesion transformoe eu produit, saus indiquer euenn moj-en de par- 

Tenir a oette tranaformee. Man ce passage de la somme au prodait est 

k Inf seul la question tout entiere, ptTwqu'une fots effectu/, il dispense 

de taute autre analyse, rexpression eu produit e" tarnt du nombre de 

©eux qu' Euler a dltermTnes deptris lougtemps par les conBideration* les 

plus simples. 

§. 1. 

L'analjBe dont nous ferons usage, repoee sor oes deux tbeore^mes. 
„La ooostante c rempltssant la double eonditioo 0 O < J t, et la 
fonetion /(0) e^ant conti nue depnis 0 es 0 jusqu'a 0= c, 1 'integrale 

y^*2*±££/(ß)33 convergere vers la Knute 5^/(0) pour des valears 

indefiniment crowsa.ues de l'entier posiHl 

•) Vo/«r le lomelX «te r« Joomal, f«tg. 187. 
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„Les constantes * et c tont teile« qu»on ait 0<o<c^fr, et la 
fondion f(ß) dtant supposee conümie depnis 0=6 juaquA ß*=c, l'inttf. 



dans un prece*dent memoire 0 ), loraqu'on supposo d'abord la fonction /(ß) 
toajours croissante, ou toujours decroissante eiitre lea limitet de l'integra- 
Hon* Pour passer onsuite au cas general ou cetto fonction presenle plu- 
«iears maxhna et minima eutre oca Itmitea, ü auffit de deromposer lea 
integrales eo d'autres enlre tes timites desquelles la fonction f(ß) n'est 
plus alternativemeut croissante et decroissante. 

Au mojeu de ces tbeoreraea on determine faoilement la limito 
rera laquelle conre^e l'integrale, 



<i designanC une oenstante positive quelconque, et la foootion f(ß) e^ant 
continue depais ß = 0 jueqo J a > ß = a. Soft in Je plus grand multiple de n 
contenu dans o, Hnt^graJe precedente sera la eomme de ceües-ei 



La premiere ftant deoompoaee an 2/ autres prises eutre les limites 
0 et \x, \« et 2.£jt, 2.$ir et Mt, .... (2/ — A).\x et 2l.\ir, 
s! dans ces nouvelles integrales I'od ecrit au lieu de ß, 



et ei Von transfbrme eosuite les integrales dout le Tang est un nombre 



pair, d'apres laformule^* iM&*ß*—f k '+(ß*ß» tootes oes integrales 

s'etendront dapuls ß = 0 iusqtfa 3 = En les reuinwant dono et 

ayant egard a oe que * est un entier, il viendra 



expreesion qoi d'apres le premier des theoremes prdeädents, ooovergera 






ß, r— 0, T-l-ß, 2»r— ß, .. 



/>r-ß, 




•) lojei et Jonrnal tomelV. pag 157 on l« ,. Repcrtorhiro de 
Moser" ou la meme 4in*«W*mo e*1 wmpbßfc» • quetouea egards. 
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äa seeonda integrale 1 ^/ (ß) * ß eridemment nulle brs. 

i*^^ m j 

rezupbfant ß pv /t + 3. Lorsquo a— Ix ne surpasse pti fr, flretnlte 
du pcetnier theoreme qn'elle oonrerge vera la limire f */(**); dant le cat 
oÄ o-/5T ot oompri» entre \ir et T, oo deooroposera Kntegrale prö©£- 
dente en deux autrea prises l'une depats ß = 0 juiqu'n ß = \n t lautre depuls 
ß = |7T jusqu'o ß= « — /ff 1 . Lapremieredeviendra toujoura }jt/(/t) poor 
* s= oo, tandis que ia seconde qui par le ohangement deß en n — ß, prend 

oonverge rera la Ihrote airo en vertu da second theoreine. 
En reuntaant ce qui preeede, on voit que l'irrtegrale 

lorsque l'entier podtif Ar qn'elle renferme devient infin«, prend toujours 
cette valeur m , 

»r(l/(O)+/(»r)+/(2»0+....+/(/jr)) * i»r/(0)+jr 

•SBf 

/rr deaignant le plus grand multiple de fr eontenn dam o. II n'y a <Tex- 
ception que lorsque e est un multiple «cact de t, le dernier terme n /(/fj) 
devant, dans oe eas, etrc reduit d la motte* de sa ralem*. 

5. 2. 

Coosiddrons ks deox Integrales 

f^oo*(f)d* =a a, y^sin(a»)«(t = * •). 



•) 0 n'esl peeL&re paa inutile de prfvedr (ine difTrullrf que l'emplei de OBS djux in. 
tegrales poumut faire naiire. Quelques aoteuM ort cnonce qa'une integrale priM «ntre dos 
lfmitfis inf nies dofjtnt neceuairement imMteimMs^ lorsque U fonetion soaa le signe ne s'eva- 
nonit pas & cee deux limilet. Lei integrales que neos coneidfmns ne »atisftm pao ä eette 
condifion et tont iieanmoina oompletement dftennineu , le voit sur le chomp en le« 

■ff* sota eette narre forme^" Yfidfl» /Jv^ dßm H rfsnUe * Ä Ib ' lnrtgr<U 
les ycosa'do, ffaa'da, pmet depaia • = — p jusqu^ c=p, convergent l'une et 



l'autre vors iure lünite fixe, lorsque Li qoantite positive p croil fnddünlmeri, seit qoe oetteaog- 
mentatwn ae faste rTune moniere rooticue, eoit qn'efle ait Heu, rommo dem ee qol va «nkro, 

par nenn af minin t ona Iii qrtelamqoe. D n'en serait \ma de mime poor Unttgrale j^nada, 

qifon euppose^lqnefofB egale a atco, et qui est eaeentialloinent inddtermJoee, da rooin» Uni 
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Qnoiqu , on sacbe qu'on a «=/"(ff), noira n'avons pas 

besofn de supposer oonnues los valeurs de ces deux oonstaotes qui se pre- 
senteot d'elles memes dans Fanalyse qua Doos allons derelopper. Si l oa 
pose dans fa prämiere integrale a = ß + 8, ß desfcnant uoe nouvelle va- 
riable et g «Stant nne Mutante reelle qualoonque, il riondra 

/^"(F+tf^sßJß = «• 

La seconde integrale etant evidemment nulle, cette equttion prendra 
la forme 

coa(^)^cos(l^oos2^|3.aj3-rfn(^y^ S in(/?)cos2^ß.aß =» o. 

ain(^y^eo5(ßOcos2^ß.a|5 + ooa(^y^.«bQ9^oos2^/3.a0 = 6. 

En eliminaat succeaiveirent chacune de ces deux Integrales, on aora ces 
equations connuesr 

J'~<XK(ß z )cos28ß>dß = ocos^ + oslnC^ 2 ), 
J*\n(ßr)cc*28ß'*ß — icos(^)— crinO^). 

Si l'on poeeß-^a^, * = /(/^, a «Staut une nouvelle va- 
riable, et /i et i deaignant des oonstantes positives que Pon consideVera 
comme des enticrs dans ce qui va soivre, il viendre 

Gela pose, soit 

1. F(a) =ss + cos a+c, cos 2o -f-... . = 2e<oos/a 
unu seVie de cosinus finie ou infinie. On suppoie seulemeot que locsque 
la serie se prolonge <i i'infini, eile est convergente et exprime une fonction 
oontiaue de a. Les Equations preoldentes etant multiples par c it si l'on 
somroe ensuite entre les ra^mes linütes que dans l'equatian (1.), od aura 

^ |/]«D^ r V(a)a««2^(6G-«H), 
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ou Ten a fait pour abreger 

3. Xc.oos— = G, Xc,ein — = H. 

Pour obtenir les integrales prece\Ientes, on les supposera d'ahord prues depuis 
a = ~.(4*+l)»r f jtisqu'a «=(4*+!)*, k deslgnaot uo nombre entier positif 
queloonque quo I on considerera ensuite comme infini. Chacune de cos deux 
iutegrales ef.ani deoomposee en 4*-H nourelles integrales dont les liniites 
resultent des expressions (2h — \)tt et (2A+l)iT, en attribuant 8 h toutes 
les rateurs entieVes depuis A = — 2k jusqtfA h — 2k ) st Yon pose ensuito 
ß~ 2Arr-f 7 dans chacune de cos noureües integrales, et que Ton ob- 
serre qu'on a d'apres l'equation *"(2Ajr-f7) Ä P(i)t 0 viendra 

(es sommations s'etendant drpuis A = — 2 k jusqu'a A e= 2*. En reumssaot 
les termes de la prämiere eomroe qoi correspondeat ä des vaieurs oppo- 
sees de A, oette somme prendra cette autre form«: 

•»iS + A j"( c «»^a + 2A^ + oo.i( 7 --2A^) 
= coa^- + '/s^oos^ ( 7 J + 4 A* «*J cos -*£Z . 

L« r a cteur cosg^ (7*-f-4AV) = cos + nA***) n a evidemmeat qiie 

deu« raleurs diflereotes, et oe faeteur est cos (^') ou cos(^ 

gelou qua A est pair ou impair, puiaque A\ dans le premier cas, a la forme 
«p et, dans le secoud, ©elle-ci 4^ + 1. II viendra dono eo reuoissant 
teparement les termes pour lesquels A est pair et cetix cm A est impair, 

cos ( 1 + 2 oos n 7 -f 2 oos 2 n 7 -f . . . . -f 2 cos * n 7) 

OB 

+ cos(j /ir + j£) [2cos|«7 + 2co 8 3(i»7) + • ■ • ■ + 5oos(2*-l) (f n Y )]. 
En aubstituant pour ces deux eenes les expressions conuues 

siq(2*-f I) jnr ■?n(4A:- r .l)|ny _ tinQU + l) \ny 

aggf^-fr" * £> + • top ltV" r hg --*(«"+ £)]• 

La »orome tpe la ^econde integrale renferme, est pareillement, 
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Cea expresdoos ayant la memo raJeor pour y «t potir — 7, et la meine 
ciroonctanoe ayant lieu pour F(y) ea vertu de l'equation (1.)» Ü est 
permis de n'etendre lea integratioua qua depuis y = 0 juaqu'a 7 = ar, et 
de doubler lea reaoltats. On trouve aiosi ©es deox expreasioi» 

Si Von poie \ny — 3 dans la prämiere et dana la troiafeme integrale, et 
}ny = 3 dans la aeconde et la qoatrieroe, ces expreasions prannent la forme 



-TT 



v/:" ä ^ 2ä *(*-*+4£)'(^v 



+4/ ^ aÄ [*Ä-*(»-*+^]'^)*<». 

Lea limitea de ces expreasfons correspondantea a * = oo, reaol- 
mnuSdiatemem du tbeoreme euoned a la Go du prämier f.; en aub- 

stituant oea raleura dana lea equationa (2.), et multipliant par jtfjjj, 
U riendra 

.C + « H = . (1 + r(0) + ♦ . x«» (12 f 
iO _ . H - . * 22 F(0) + 4 ifr . x* + 2£J)F(iiS) 
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Dans chaouna de ces deine equations la premiore somme abfand deptus 
s es 1 , jusqu'au plus grand entier oontena dans {n, la seoonde depuls * = 1, 
jusqu'au plus grand entier contenu dans |n, lo dernler forme de In se- 
conde soxntne derant dtre reo'uit a moitie' lorsque f « est un nombre en- 
tier, et la meme ehoae ayant lieo pour la premiero Ioreque > 6 n est oussl 
un entier, 

Pour d^duire de ees equations les sommations dont il a etf queetfon 
dans le preambule de oe memoire, anpposons la serie (1.) oomposee de 
n termea et tous ses ooeffioiens egaux h l'unitö. On aura alors 

F(a)=c 1 -|-CO8a4"OOS2Ä-^»...»-^rCO8(a«^»"l)0S3-j«-|« "^j^jj^"*» 

et la fonetion ^(^~) «*• dridemment nulle, lorsque / tat on nombre 

entier non-dwisibU par «. D rdsnlte de In, en ajant egard anx iimites 
des sommatioos preoeVlentes, que tous leura termea disparaissent, et oomme 
on a aussi F(0) wm n t i! riendra simplement 

«G + A#«/(§/i*-)<l+oosi/ijr), *ß~aÄ=^(|/ifr)sini»r. 
Pour deWmwer loa deine quantites o et 6, independantee de n, il soffira 
de donner u n une raleur partf oulierc. Poeant par exemple n = l, on 
aura Casl, #«0, et les eqnatoons prlceMentea deviendront a = /*fT, 
A = f\ jr. On a douo generalement, qnel que aoit o, 

G + /J=e=(l+cosinjr)/7i, G^/r«.«,*»*.^«, 

et per coasequent 
G^iCl+cosi/iff+aini/iff)^/», If «i(i + ooaiÄ»-emi«ar)/7i. 

E» tttnTiiwntsiiooesdvefnenta«,oea4formes4^ 4f*+l, 4ft+2, 4|* + 3, 
et reraettant pour G et H les senes que oea lettrea representent d'apres 
les equations (3.), od aura 

2cos 2 -^ = /"n, Xsm 2 -^- - /Vi, «=4^ 
2oos 2 -^ est fn f Ssin^^O, /i*4f*+l, 
Scos 2 ^ 5 = o, Ssm^^O, « = 4|« + 2, 
Scos^^O, Ssin 2 ^«^, « = 4^+3, 
les sommations »etendant depals icsO jusque iwmn-r-i. 
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?. 3* 

Je ne termuiertl pas oet extrait, mm avoir rappelt los considera- 
tiooÄ cxtremement simples per lesqnelles Mr. Caafs dans le Memoire deja 
cite', a deMuit des expresstoos prece<!en1es, ls loi da i&iprooite' qui existe 
eotre Jeux nombres premlera impaira qnelcoeques. 

La Dombre premier impeir p ätant oooeide'r6* oomma dtviseur, le 
reste provenant d'un catre qurJconrjue non-dmsiblo per p, aera e'ridem- 
ment compris parmi oeux qoe dorne te serie 1', 2 2 , 3', .... ( -£—) 5 ; 
et l*oa prouve facilement quo ees raates quo ja desigoerai par 

L fl *» •ss *»f •••»» %b§s 



pris dans im ordre quelconque» tont toos differents 
eooore fl. ^ 

ceux des nombres 1, 2, 3, . ».., p—tf qua 1a serie (L) ne renferme pes« 
Cela poae, le oombre queiconqoe f non -dmsible per p, est dit restdn ou non- 
residu quadretiquo par rapport au dir isetir p, »elor qua le rette da 7 appertieat 
i la leris (L) «i Ä l»a serie (II.), et Tau sassure fsoUemeot qne fea raates 
de f.ft 2*.f, 3'-7, (^)V» abstraction fcite del'ordre, oouoideat 

aree (I.) ou (IL)» selon quo le premier ou le sevond de eei deux oee e lieu *). 

Considoron« la somma"s" l a'"'? / " t , dar* Iaquatle 0 deaigne A 

«=?o 

Vordlnairo la basa das I ogarithmes nepene ns. Gemme fi est Impair, 0 resulte 
des expresaioos da $. prOoeMent qa» cette oomma est /> ou t 
selon quo /> a la forme 4a+i on oallfr.eC 4j»+3. Cette double valeur 

ctant donnee per la formale unlque />(/"— 1)^^» on anra 

"TV**-*- wr-i^ 

81 tarn mt i J«t !o premier tarms «I qoe I on r&mta» dam 4 dorne 1« 
termes corresp oodonl. ä * et I p—t, cn ajnnt dpnl » l'dquatt« <!rt- 

a* A**W**l , ** f a** 



4 =i 



•) DttifusStMiMa ari&acticM. 8eet IT. 
CrdHs Joiifml 4. M. W.XTH. HIL 1. 
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ou ob qui reriafit «u meine, en rejetent les multiples Je 2*^-1 



On a 



t nomine toittaft« * k aar» V. f , T. 9 , 

aveo (L) ou (IL>, seien que 7 est on n'est pas residu quadratique per 
rapport u />, on a respeenreme 
ks multiples de 2«-/*— 1 



P-l+S X e "r oa J»=l + 2 S>7« 
dos* 1« seooode en vertu de I'equatioo e>ide nie, 

» P*— 1-2 2B e ''T . 8i 



Jone Ton designe per J 

flaute' prise posförement ou negativemen t selon que y est ou n'est pes residu 
quadratique per rapport u /», on aura l'equation qui eoetprend les deux ces: 

Si Ion suppose que 7 est aussl un uonbre premier impair, ou aura pur 
une simple permuletion 



»s=0 



ou f ca-f-1 ou css— 1, selon que p est ou n'est pos residu quadraüque 
da f. En multipÜant les equstions prdoeMeotes eotre eilen, fl yieadre 

ou ee qui est la memo ofaose, es ajoutaut tstr<f— 1 u I'exposaot, 

-r TV**»** « fc/awunW+W. 
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II est Escile de Toir «meutre le» imutes de r« double inlegrmtloo, 7 t+pt 
ve «auralt donner deiix fois le im-me rette par rapport an d'iriseur Pf , 
car si lea rettet proreaaett de fs + pt et de fS + pi', etaient egnux. 
fC'-O+K'— O «erait dimible par /t f , oe qui «ige, y «W 
eompris entfe 0 et /»— 1, et /, f eutre 0 et f — 1, qu'on ait A Ja fois 
insy, Cea rastet seroot doee 0, 1, 2,...., pf — i, et loo pourra le« 

mettre & le place de 1« sen'e de valeur» fournies par l expreaakm 9*+ P t 9 
ee chengement eouslatant eVidemment u aegliger des multiples de 2f 1 
dana l'expoeant. On aura aisai 

oo eii remplaoint le prämier snemore per üb rsleur qui reaotte des ex- 
preaaioas du ». pnSeedeiit, 

et per conaoquent 

h - ar^/W-W-eiT, 

et comme l'expoitnt est Äquivalent u l'exprossion 

dont te seoood terrno peat Stre ueglige* eomme etat divaihJe p«r 4, i! 

equation rciiferme le loi de nfciprooite, car ü eu resulte qu'on a 
J«=r t , lorsque /» et f aont Tan et faulre de la forme 4u-fl, ou l'un de 
le forme 4,1+1, f«ut~ de Je farme 4* + 3, et qu au contraire od n 
$ = —e, ionque * et * out fun fit Paufre la forme 4p-f 9. 
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4. 

Zar Theorie der Variation- Rechnung und der 
Differential - Gleichungen. 

(Tob Herrn Prof. G G. J. Jacobi m KSoigtberg in Pr.) 




Es ist mir «rf-n™, . •ine grofse und wesentliche Lacke in der Varia- 
auszufüllen. Bei den Problemen des Größten und Klein, 
welche Von der Variationsrechnung abhängen, 
keine allgemeine Regel, woran zu erkennen wäre, ob 
ein Größtes oder Kleinstes giebt, oder keüis von beiden. Man hatte 
erkannt, dafs die Kriterien biefür davon abhängen, ob 
Differentialgleichungen Integrale haben, die während des ganzen Ioterraltf, 
über den das Integral, weiches ein Maximum oder Minimum werden soll, 
erstreckt wird, endlich bleiben. Aber man konnte die so Integrale selbst 
nicht finden, und auf keine Weise sonst, ohne sie zu kennen, den Umstand, 
ob sie inner?) alf> der gegebenen Grenzen endlich bleiben oder nicht, erör- 
tern. Ich habe aber bemerkt, dais diese Integrale immer von selber ge- 
geben sind, wenn man die Differentialgleiehungen des Problems 
hat, d. h. die DinWitialgletehungen, die erfüllt werden mies 
mit die erste Variation verschwindet. Hat man durch Integration 
Differentialgleichungen die Ausdrucke der gesuchten Functionen 
welche eine Anzahl wiUkubriioher Constanten enthalten werden, so geben 
ihre nach diesen willkahrliohcn Constanten genommenen partiellen Diffe- 
rentfalqiiotienten die Integrale der neuen Differentialgleichungen, welche 
man aur Bextfmnwmg der Kriterien der GriMaten und Kleinsten au inte- 
grfren hat. 

Es sei, um den einfachsten Fall au betrachten , das vorgelegte In- 
tegral ffip % f % |£)c>*i y wird duroh die DifferenHalglejohung 

= 0 bestimmt, wo y'fifr ^ gesetzt Ist Der Ausdruck vony, 
wie «r durah die Integration dieser Gleichung gegeben wird, enthalt zwei 
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willkubrliche Constanten, die ich a und b nennen will« Die zweite Varia- 



tion wird, wenn m>«ö>, w>'=™ i.f, 

sein, wo für des Maximum oder Minimum Dornig int, dofa J££ Immer dasselbe 

Zeichen behiilt. Aber um die vollständigen Kriterien des Maximums oder 
Minimums zu haben, rmifs man noch den vollständigen Ausdruck einer 
Function v kennen, welche der Differentialgleichung 

Genüge leistet; Wie man dies tn Layrangrfs Functionen theorfe , oder m 
Dirks eng Variationsrechnung sehen kann. (IKe Variationsrechnung von 
Ohm ist in dieser Theorie nicht genau.) Diesen roIbtlndTgen Ausdruck für 

v finde ich nun wie folgt. Ba sei mwafe+ßig, wo |£, gf die per- 

tieften Difierentialqootienten von y bedeuten, nach den wfllkiibrfichen Con- 
«tauten 0, b genommen, die in y vorkommen, und a, ß neue wülkuhrUcbe 
Constanten sind; so wird 

der verlangte Ausdruck van v, welcher eine wfflkShrliche Conttante 
&■ enthält. 

Schwieriger ist der Fall, wo unter dem Integralzeichen Differen- 
tiale höherer Ordnung als die erste vorkommen. Bs aei ß{*, y,y t y") 
an einem Maximum oder Minimum n machen, wo wieder f ~ 

so wird y das Integral der Differentialgleichung 

Bf Bf 

welches 4 wfllkuhrfiche Constanten a, a lf a if 0, enthalten wird. Wenn 
wieder $yastt> t $y' *sw* t $y"aawi' f so wrfcd die zweite Variation: 
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**/ 

ben. Um aber die vollständigen Kriterien an haben, mnfs man folgendes 
System von DüTereotialgUichungen mtegriren, irie man aus Ltymnj*'» 
Theorie der Functionen ersehen kann: 

Durch diese 3 Differentialgleichungen erster Ordnung, welche einen JuemlWi 
abschreckenden Anblick bieten, und die drei Functionen y, v L nnd v 2 »» be- 
stimmen, deren vollständiger Ausdruck 3 willkürliche Cbnstanteo enthalten 
muls. loh habe ihre allgemeinen Integrale, wie folgt, gefunden. Es sei 

oder es seien u, u k lineare Ausdrücke der partiellen Differentialquotienten 
von y nach den willkührlioben Constanzen, die es enthalt, genommen, 
Die 8 Constanten a, a 1} o», ft?, ß, ßi» ßt t ß> *md nicht ganz willkuhrüch 
xu nehmen, sondern es muu) zwischen den 0 aus ihnen zusammengesetz- 
ten Grölsen aß A — fcß, aß,— a»ß, a&— <*,ß, o,ß,— ß,«,, flbß»— Otß,, 
a^—ttjft «Ine gewisse Bedingung Statt linden, in deren 

drucke für v, v lt t/„ die ich gefunden habe, folgende: 

a»/ ay 



a«e, a»« 



/„a'«. „ /a« ös», a«, a>«\ 
ay ay V« ^~ u ^ \^'tt~T?'j z) 
-ri-vjf?-7p< t^tc a cV 



Da swUoben den 9 GröLaen aß x — v. o, w, eine identische 
Gleichung Statt findet, eufserdem »wischen denselben noch emeBedinf 
gegeben ist, nnd in den AusdrSckan von v, v u v t nur ihre 
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vorkommen, so vertreten sie die Stelle von 3 wBlkubrlieben Contfanteo» 
wie verlangt wurde. 

Die allgemeine Theorie, wenn unter dem Integralzeichen die Dif- 
ferentiale von y IIb auf irgend eine Ordnung vorkommen, wird ohne 
Schwierigkeit aus eine« merkwürdigen Eigenschaft einer besondern Oaase 
KneSrer Differentialgleichungen abgeleitet. Diese h'neeren Diflferentialglei- 
ohusgen der 2 Uten Ordnung hal-en die Form 

0 = A y + -z^- + - j r » + ggF 8=5 r » 

wo yW ss und ^, A k etc. gegebene Functionen von * sind. Wenn / 
Irgend ein Integral der Gleichung T=o ist; und man falzt vsnajy, so 

"ntegrabel, d. b. man kann sein Integral angeben ohne / an kennen, tmd 
dioses Integral hat wieder die Form von T, nur daft n um 1 Meiner ge- 
worden; man hat nämlich: 

WO ^ — 3-3; usul die Functionen £ sich aus « and den Functionen A 

und deren Differentialen allgemein angeben lassen. Der Beweis dieses 
Satzes ist nicht ohne Schwierigkeit. Ich habe die allgemeinen Ausdrücke 
dar Functionen B gefunden) doch genagt es für die vorgesetzt o Anwen- 
dung, nur überhaupt zu beweisen, da£s JyÜBm die angegebene Form 
habe, ohne data et nuthig ist, die Functionen B selber su kennen« 

Die Metaphysik der gefundenen Resultate, um mich eines französi- 
schen Ausdrucke! za bedienen, beruht ungefähr auf folgenden Betrachtun- 
gen. Man kann bekanntlich der ersten. Variation die Form f F$y 9* 
geben, wo F=0 die zu integrirende Gleichung ist. Die aweite Varia- 
tion erhalt hiernach die Form forty**. Soll die zweite Variation das 
Zeichen sieht andern, so nrau dieselbe nicht versoh winden können, oder 
die Gleichung SFemO, welche in $y linear ist, darf kein Integral 8y haben, 
die Bedingung i, denen nach der Natur des Problems ff/ unter- 
ist, erfüllt. Man sieht hieraus, dals die Gleichung SF = 0 be 
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dienst Untersuchung eine bedeutende Rotte «pMr, nu J gewahrt in 4er Tliat 
bald ihren Zusammenhang mit den für die Kriteriaa des Max. oder Mio. 
su jntrgrireudeo Differentialgleichungen. Aafserdem steht man sogleich, 
dafe «in Werth von 8y, welcher die Differentialgleichung 5 V = 0 erfüllt, 
Jeder partielle Difierentialquotient vou y ist, nach. einer der willkürlichen 
Co Lis taut e n genommen , d ie y als Integral der Gleiobung PzsQ eotbült. 
Man erbült daber den allgemeinen Aindruck dea Integral« hy der Di/T*> 
reutialgteichung 8F=()> wenn man aas allen diesen partiellen Difleren- 
liadquaticntcn von y «inen linearen Ausdruck bildet. Die Gleichung SFt=s 0, 
deren anrnrntuche Integrale man auf dieae Weis© kennt, Unat sich aber, 
wie man zeigen kann, auf die Form der obigen Gleichung TesO bringen, 
wenn man in dieser $y für y achreibt, und vermittelst der angegebenen 
Eigenschaften dieser Art Gleichungen gelingt ei, die zweite Variation 
JhVlybx durch fortgesetzte partielle Integration in einen andern Ana- 
druck zu transformiren , der unter dem Integralzeichen ein vollständiges 
Quadrat enthält, welches eben die Transformation der zweiten Variation 
ist, die man hiebe! zu erreichen strebt. Wenn z. B. das obige Integral 
I j .r, •• , v . y Bx vorgelegt ist, und man die für diesen Fall angegebene 
Bedeutung von « und u k beibehält, so erhült IV die Form 

und es wird IV = 0 für iy = u. Setzt man tycsu&y, so erhalt man 
nach dem obigen allgemeinen Satzes 

Setzt man nun dat letzte Integral fr^y'tx, ao wird die Gleichung 
^,=0 erfallt, wenn man also cV = ?£=2i£ netzt. Man 

welches die letzte Transformation ist, rö welcher die wfffkffiurfc'oh« Varia- 
tion nur in einem Quadrat unter dem Integralieiahen vorkommt. JMan 
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sieht Übrigen* leicht, dafc B^#A U C = (*Ü=j^ *B l$ und daher 

Es ist ferner i 2 = Ä, >o dab C immer dasselbe Zeichen wie 
,- hat, welohes für das Minimum immer positiv, für das Maximum im- 
mer negativ sein nun*. Man muTs bekanntlich nun noch untersuchen, ob 
d"y' zwischen den Grenzen der Integration uiobt unendlich werden kann, 
wozu man durob die Kenntniis der Functionen //, u t in den Stand gesetzt 
ist, welche man kennt, so wie y gegeben ist oder das vollständige Inte- 
gral der Gleichung V— 0. 

Wenn die im Vorstehenden angedeutete Analysis ziemlich tiefe Spe- 
culationen der Integralrechnung erfordert, so werden doch die daraus ab- 
geleiteten Kriterien, ob eine Lösung überhaupt ein Maximum oder ein 
Minimum giebt, sehr einfach. Ich will den Fall betrachten, wo, wenn 
unter dem Integralseichen y mit seinen Differentialen bis zum nten vor- 
kommt die Grenzwertbe von y, y\ .... y M , so wie die Grenzen selber 
gegeben sind. Setzt man in die 2 n Integralgleichungen, mit ihren 2 n will- 
kühr liehen Constanten, diese Grenzwertbe, so werden die willkübrliohen 
Constanten bestimmt; aber weil hiezu die Auflösung von Gleichungen nö> 
thig ist, giebt es in der Regel mehrere Arten dieser Bestimmung, so dafs 
man mehrere Curven erhalt, welche denselben Grenzbedinguugen , und 
derselben Differentialgleichung Genüge leisten. Hat mau eine von diesen 
gewählt, so betrachte man den einen Grenzpunct als fest, und gehe von 
ihm zu den folgenden Puncten auf der Curve über. Nimmt man einen 
dieser folgenden Puncto zum andern Grenzpuncte, so wird es, nach dem 
eben Gesagten, »ich ereignen können, dafs man durch ihn und den ersten 
noch andere Curven legen kann, fer welche in diesen beiden Grenzen 
y\ y"> y {m ~ X) dieselben Werthe haben, und welche der vorgelegten Dif- 
ferentialgleichung genügen. Sobald man nun, indem man auf der Curve 
fortschreitet, zu einem Punct derselben gelangt, für welchen eine jener 
andern Curven mit ihr zusammenfällt, oder, wie man sich auch ausdruc- 
ken kann, ihr unendlich nahe kommt: so ist dieses die Grenze, bis zu 
welcher, oder über weiche hinaus, mau die Integration nicht ausdehnen 
darf, wenn ein Maximum oder Minimum Statt finden soll; wenn man 
aber da« integral nicht bis zu diesen Grenzen ausdehnt, so wird einMaxi- 

Cr«ile'4 Journal L M. Bd. XV1L Bft.1. 10 
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mum oder Minimum immer Statt finden, vorausgesetzt, dafii L «wisch i n 
den Grenzen immer dasselbe Zeichen bat. 

leb will, um dien an einem Beispiele deutliob zo machen, das Prin- 
cip der kleinsten Wirkung bei der elliptischen Bewegung eines Planeten 
betrachten. 

Das in dem Priocip der kleinsten Wirkung betrachtete Integral 
kann nie ein Maximum werden, nie Lagrange geglaubt hat: es wird aber 
auob keinesweges immer ein Minimum, sondern es sind dazu bestimmte 
Einschränkungen für ihre Grenzen nütbig, welche durch die obige allge* 
meine Regel gegeben werden, widrigenfalls da» Integral weder ein Maxi- 
mum noch ein Minimum wird. Es fange der Planet (Fig. 1) sich von ff 
zu bewegen an, wo ff zwischen dem Pen- und Aphelium liege; der an* 
dere Endpunct sei A; wenn *XA die grofse Axe, / die Sonne ist; so er- 
bUlt man bekanntlich den andern Breonpunct der Ellipse als Durchschnitt 
zweier aus den Gentren o und b mit den Radien 1A — af t 2 a — Of 
beschriebenen Kreise. Die beiden Durchscbnittspuncte der Kreise geben 
zwei verschiedene Lösungen des Problems, welche nur dann in eine zu- 
sammenfallen können, wenn die Kreise sioh berühren, d. h. , weun ob 
durch den »ndern Brennpuuot gebt. Wenn man also von a durch des 
andern Brennpunct der Ellipse / die Sehne der Ellipse a a' zieht , so wird, 
der gegebenen Regel zufolge, der andere Grenzpunct b zwischen a und 
ff* liegt;, müssen, wenn die Ellipse das im Princip der kleinsten Wirkung 
betrachtete Integral wirklich zu einem Kleinsten machen soll. Füllt b in 
e x , so kann die zweite Variation des Integrals zwar nicht negativ werden, 
aber 0, so dafc die Aenderuog des Integrals von der dritten Ordnung 
und daher sowohl positiv als negativ werden kann. Füllt b über a' hin- 
aus, so kann die zweite Variation auch selbst negativ werden. Wenn 
der Anfangspunot a zwischen dem Apbeliutn und Perihelium liegt, so 
wird der üulserste Punct o' durch die Sehne der Ellipse bestimmt, welche 
man von a durch die Sonne j zieht. Denn wenn o und a' (lig. 2.) die 
Grenzpuncte sind, so erhalt man durch Drehung der Ellipse um afa' uu- 
endüch viele Lösungen des Problems. Wenn also der zweite Grenzpunct 
im letztern Falle über a' hinaus Hegt, wird es eine courbe ä double cour- 
bure zwischen den beiden gegebenen Grenzen geben, für weiche fvbi 
kleiner wird als für die Ellipse« 
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Ich will bei dieser Gelegenheit noch ein Paar Worte über die Va- 
riation der Doppel-Integrale sagen, deren Theorie einer gröfcern Eleganz 
fähig ist, als sie selbst nach den Arbeiten von Gavpr und Poisson erlangt 
hat. Um eine Vorstellung von der Art zu geben, wie es mir zweokmu- 
fkig scheint, die Variation der Doppel -Integrale auszudrucken, will ich 

den einfachsten Fall annehmen, in welchem sfff(x,y,*,p,?) BxBy be- 
betrachtet wird, wo p mm |j, y ä 

Es sei w die Variation von z, so wird 

Die bei einfachen Integralen angewendete Methode besteht darin, den Aus- 
druck unter dem Integralzeichen in zwei Theile an theilen, von denen 
der eine in w multiplizirt ist, der andere das Element eines Integrals ist ; 
der erste muk unter dem Integralzeichen =0 gesetzt werden, wenn 
die Variation verschwinden soll; der zweite kanu integrjrt werden, und 
man läTst sein Integral verschwinden. Eben so theile ich den Ausdruck 
unter dem Doppelzetchen in einen in w multiplizirten TheU, und in einen 
andern, der das Element eines Doppel -Integrals ist, das heilst, wenn u = aw f 
so setze ich: 

Bf .d/Bw.B/dw - , du 3v 3u Bv 

■b\ w +v p bi; + b-1'bt= Jw +8i; •^-^•*s- 

Vergleicht man die in w, , :y multiplicirten Termen, so erhalt mau: 
Bf jy Ba Bv Bm Bv Bf „Bv Bf^ Bv 

^7=^ + 31-^-~ä/ä^» ^- Ä 5p B~ q 

woraus 



Bf 



A — b~z B~tr ~~By* 

folgt, welches =■= 0 geseUt, die bekannte partielle Differentialgleichung giebt, 
die hier auf eine vollkommen symmetrische Art abgeleitet ist. Die Function 

v muls die Gleichung «^Uen:|£|| + |£.3y «0, Setzt man ^ = 0, 
so hat man: 

welches, in den gegebenen Grenzen genommen, verschwinden mufc. Wenn 
y, iq den Grenze» Begeben ist, wird w and mithin auch k = ou% in den 

10* 
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Grenzen vorsch winden und daher jfjfdudv = 0 sein. Wenn die Grenz- 
werthe von s ganz willkührlich sind, so mutt v in den Grenzen Ter. 
schwinden, oder wenn v ~ 0 d/e Grenzcurve bedeutet, so müssen die im 
Integral der Gleichung A = 0 vorkommenden willkührlichen Functionen so 

bestimmt werden, dafs +§£.g2«0 ist, „.s.w. 

Um auf das Maximum und Minimum zurückzukommen: so ist es ein 
Übelstand, dafs im Gebrauch dieser Worte solche Verwirrung herrscht. 
Man sagt, ein Ausdruck sei ein Maximum oder Minimum, wenn mau blols 
sagen will, dafs seine Variation versebwiudet, selbst wenn auch weder 
ein Maximum noch ein Minimum Statt findet. Man sagt, eine Gröfse sei 
ein Maximum, wenn man nur sagen will) sie sei kein Minimum. So sagt 
Polsum in seiner Mechanik: bei geschlossenen Flächen könne die kür- 
zeste Linie zwischen zwei gegebenen Puucten ein Maximum sein, obgleich 
es sich von selbst versteht, dafs man durch Ausbiegungen, die unendlich 
klein sein können, einen noch so grofsen Weg noch gröfaer raachen kann. 
Freilich giebt die kürzeste Linie nur dann ein relatives Minimum, wenn 
die nach meiner obigen allgemeinen Regel gestellte Bedingung erlullt ist, 
nämlich dafs es zwischen den beiden Endpuncten auf der Curve nicht 
zwei andere giebt, zwischen denen man noch eine zweite unendlioh nahe 
kürzeste Curve ziehen kann. Im andern Falle ist aber die Lange kein 
Maximum, sondern weder ein Maxiraum noch ein Minimum. Für dio 
Flächen, die in jedem Punote zwei entgegengesetzte Krümmungen haben, 
habe ich bewiesen, dafs zwischen je zwei ihrer Funete die kürzeste Linie 
wirklich eine kürzeste Linie ist. 

Die oben angedeuteten Untersuchungen über die Kriterien des Grüß- 
ten und Kleinsten in den isoperimetrischen Problemen füllen eine wesent- 
liche Lücke in einem der schüuKten Theile der Mathematik aus; außer- 
dem sind sie durch die Kunstgriffe der Integralrechnung, die dabei ange- 
wendet werden, merkwürdig. Tiefer aber in das Ganze der Wissenschaft 
eingreifend dürften folgende Untersuchungen sein, von denen ich mir Ih- 
nen eine kurze Andeutung zu geben erlaube. 

Hamilton hat gezeigt, dafs die Probleme der Mechanik, bei denen 
der Satz von der lebendigen Kraft gilt, sich auf die Integration einer par- 
tiellen Differentialgleichung erster Ordaung zurückfahren lassen. Kr for- 
dert eigentlich die Integration zweier solcher partiellen Differenüalglei- 
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f.bungen: man zeigt aber leicht, dafs es genügt, irgend ein vollständiges 
Integral einer von ihnen zu kennen. Auch dehnt man seine Resultate 
leicht mit auf den Fall aus, wo die Kräftefunction, d. i. die Function, deren par- 
tielle Dirferentialquotienten die Kräfte geben, die Zeit explicite enthalt; für 
welchen Fall der Satz von der lebendigen Kraft nicht gilt; aber immer uoeb 
das Princip der kleinsten Wirkung. Durch diese Zurück fuhrung auf eine 
partielle Differentialgleichung könnte wenig gewonnen scheinen, da naoh der 
P/ayf'scheu Methode in den Abhandlungen Ihrer Academie — und für mehr 
als 3 Variabein kannte man bisher weiter nichts über die Integration der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung — die Integration der 
einen partiellen Differentialgleichung, auf welche das dynamische Problem 
zurückgeführt wird, viel schwieriger ist als die Integration des Systems 
der unmittelbar gegebenen, gewöhnlichen Differentialgleichungen der Be- 
wegung. In der That, wonn man, wie es ebenfalls ohne Schwierigkeit 
geschieht, die Untersuchung Hamiltons auf alle partielle Differentialglei- 
chungen erster Ordnung ausdehnt, ist es umgekehrt eine bedentende Ent- 
deckung in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen enter Ord- 
nung, dafc sie so immer auf die Integration eines einzigen Systems gewöhn- 
licher Differentialgleichungen zurückgeführt werden können, welche bis- 
her nach der PfaflTtichen Methode nicht ausreichend war. Wichtig für 
die Integration der Differentialgleichungen der Meohanik selber, konnte 
dies nur werden, wenn man nachwiefs, dafs die Systeme gewöhnlicher 
Differentialgleichungen, auf welobe die partiellen Differentialgleichungen 
Ister Ordnung zurückkommen, einer besondern Behandlungsweise fähig 
sind, welche sie von andern Differentialgleichungen unterscheidet. Hamil- 
ton, obgleich er manche Anwendung seiner neuen Methode, wie er 
seine Untersuchungen nennt, zu machen versucht hat, hat hiervon nichts 
bemerkt, und daher auch aus seinen merkwürdigen Theoremen keinen 
wesentlichen Nutzen gezogen. Aber in der That hat schon Lag rangt für 
die partiellen Differentialgleichungen Ister Ordnung zwischen drei Varia- 
bein, auf die er sich beschrankt hat, und deren Integration zu seinen 
schönsten und berühmtesten Entdeckungen gehört, bemerkt, dafs, wenn 
man ein Integral des Systems von 3 gewöhnlichen Differentialgleichungen 
lster Ordnung zwischen 4 Variabein, auf welchen er das Problem zurück- 
geführt hat, kennt, nur noch zwei Differentialgleichungen erster Ord- 
nung, jede zwischen zwei Variabein zu integriren sind. Im Allgemeinen 
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aher wäre noch eine DüTerentialgleichang 2 weit er Ordnung zwischen 
2 Variabein zu integriren , die mau also fnr jenes besondere System ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen immer auf die Iste Ordnung zurück- 
führen kann. Wenn die partielle Differentialgleichung Ister Ordnung 
zwischen 3 Variabclu die unbekannte Function nicht selber, sondern nur 
ihre beiden Dißercntialquotienten cnthiilt; so hat man nur 2 Differential- 
gleichungen erster Ordnung zwischen 3 Variabein zu iotegriren ; und kennt 
man ein Integral derselben, so hat man. nach der Lagrarigeschcn Metbode 
nur noch zwei Quadraturen auszuführen, während im Allgemeinen noch 
eine Differentialgleichung Ister Ordnung zu integrireu wäre. Der letzte 
Fall findet in der Mechanik Statt, d. h. die partiellen Differentialgleichun- 
gen Ister Ordnung, auf welche die dynamischen Probleme zurückkom- 
men, enthalten nie die unbekannte Function selber. Hiernach kann man 
schon aus dem Zd^ran^schen Vorfahren für 3 Variabein neue, höchst 
merkwürdige Salze der Mechanik ziebn« Es folgt nümlich daraus ganz 
allgemein, dafc, wenn irgend ein Problem der Mechanik, für welches der 
Satz von der lebendigen Kraft gilt, von einer Differentialgleichung der 
2ten Ordnung abbüugt, und man noch aulser diesem Satz ein Integral 
kenn« so dafe das Problem auf die Integration einer gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichung Ister Ordnung zwischen zwei Variabein zurückkommt, 
man diese letzteren immer integriren kann, d. h, man kann nach einer 
allgemeinen, ganz bestimmten Regel den Multiplioator derselben finden. 
Ein solches mechanisches Problem ist z. B. die Bewegung eines Körpers 
in der Ebene , der naoh zwei festen Centren gezogen wird. Euler fand 
hier mit Leichtigkeit aulser dem Integrale der lebendigen Kraft noch ein 
zweites ; die DhTereufwIgleicbung erster Ordnung, worauf er hiernach kam, 
war aber so complioirt, dafs seine ganze ünerschrockenheit dazu gehörte, 
akh mit der Integration derselben zu beschäftigen und das Gelingen die- 
ser Bemühung zu seinen berühmtesten Meisterstücken gehört. Diese Inte- 
gration aber würde ohne alle weiteren Kunstgriffe durch die erwähnte all» 
getueine Regel geleistet. Ich habe vor etwa einem halben Jahre die auf 
den Kall dei freien Bewegung eines Punetes in einer Ebene bezüglichen 
Formeln, welche allgemein, wenn man aulser dem Integral det lebendigen 
Kraft noch ein anderes Integral kennt, das Problem uuf Quadraturen zurück- 
führen, der Pariser Akademie mitgetheiU. Diese Formeln lassen sich sogleich 
auch auf die Bewegung eines Punetes auf einer gegebeneu Flache ausdehnen. 
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Damit aber eine Anwendung dieser Betrachtungen auf oomplicirtere 
mechanische Probleme möglich «ei, ist es nötbig, die Lagra/yescho Me- 
thode für die Integration partieller Differentialgleichungen erster Ordnung 
«wischen 3 Variabelo auf jede Zahl Variabein auszudehnen. Pfaf, der 
dies mit unübersteighehen Hindernissen verknüpft hielt, sah sich aus die- 
sem Grunde #möthigt, diese Methode ganz zu verlassen. Er betrachtete 
das Problem als speciellen Fall eines viel allgemeinern, dessen glück Jicho 
Lösung zu den wichtigsten Bereicherungen der Integralrechnung gehört. 
Aber das Problem Her Integration der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung bat vor dem allgemeinen Probleme , welches Pfafl' be- 
trachtet, Erleichterungen voraus, die ihm entgangen sind, und die er auf 
seinem Wege nicht iiuden konnte. Es ist mir gelungen, üie Schwierigkei- 
ten, welche der Verallgemeinerung der Lagranye&chen Methode im Wege 
standen, zu beben und hieduroh eine neue Theorie der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung für jede Zahl Variabein zu befinden, 
welche ffir die Integration derselben die wesentlichsten Vortheile darbietet 
und unmittelbar auf d»> Probleme der Meohanik ihre Anwendung findet, 
liier mögen folgende Andeutungen genügen. 

Die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung und die iso- 
perimetrischen Probleme, in welchen die Differentialquotienten der unbe- 
kannten Functionen unter dem Integralzeichen nur bis anf die erste Ord- 
nung steigen , hängen von derselben Anulysis ah, ho dals jedes solche iso- 
perimetrische Problem auch als Integration einer partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung gefafst werden Raun. Man kann unter diesen 
isoperimetrischen Problemen auch diejenigen begreifen, in welchen der Aus- 
druck, der ein Maximum oder Minimum werden, oder allgemeiner, des- 
sen Variation verschwinden soll, nicht unmittelbar als Integral, sondern 
durch eine Differentialgleichung erster Ordnung gegeben ist. Umgekehrt 
kann man auch die Integration einer partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung als solches isoperimetrische Problem fassen. Zufolge des Prin- 
oips der kleinsten Wirkung kann als ein isoperimetrisches Problem der 
genannten Art die Bewegung eines Systeme» sich gegenseitig anziehender 
Körper betrachtet werden, welche außerdem noeü von oonstanten Paral- 
lelkräften und von Kräften sollicitirt werden können, welche nach festen 
oder beweglichen Centren geriobtet sind, wofern die Körper des Systems 
auf die letztem Centra nicht reegirea und die Bewegung derselben als an- 
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derweitig bekannt vorausgesetzt wird. Solches mechanisohe Problem kann 
daher auch immer als Integration einer partiellen Differentialgleichung er- 
ster Ordnung gefallt werden. Diese Integration hängt von der eines Sy- 
stems gewöhnlicher Differentialgleichungen ab, welche mit den bekannten 
Differentialgleichungen der Mechanik übereinkommen , aber , als aof eine 
partielle Differentialgleichung erster Ordnung bezüglich, besonderer Erleich- 
terungen fähig sind. Man kann nämlich bei denselben durch einen be- 
sondern Gang des Verfahrens, und durch besondere Wahl der Gröfsen, die 
man als Variabein einführt, bewirken, dafs jedes gefundene Integral die 
Stelle von zwei Integrationen vertritt. Um dies deutlicher zu raachen, 
will ich sagen, dafs ein System Differentialgleichungen von der nlen Ord- 
nung sei, wenn man dasselbe naoh Elimination dor übrigen Variabein auf 
eine gewöhnliebe Differentialgleichung /iter Ordnung zwischen 2 Variabein 
bringen kann. Für die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, 
welche nicht die unbekannte Function selber, sondern nur ihre partiel- 
len Differentialquotienten enthalten, so wie für dio isoperimetrischen Pro- 
bleme der genannten Art, in welchen der Ausdruck, dessen erste Varia- 
tion verschwinden soll, als Integral gegoben ist, und daher auch für die 
genaunten mechanischen Probleme, lÄfst sich nun der zu befolgende Gang 
der Operationen und der dadurch gewonnene Vortheil wie folgt ange- 
ben. Es sei das System der gewöhnlichen Differentialgleichungen, von 
dem das Problem abhängt, von der 2«ten Ordnung; man kenne ein In- 
tegral derselben, so läfst sich dos Problem durch eine bestimmte Wahl 
von Gröfsen, die man als Variabelti einfuhrt, auf oin System von Differen- 
tialgleichungen der n — 2teu Ordnung bringen. Kennt man von diesnm 
Systeme wieder ein Integral, so läfst sich dasselbe durch oino neue Wahl 
von Variabein auf eiu System von der 2n — 4tcn Ordnung bringen, und 
so fort, bis man keine Differentialgleichungen mehr zu integrinen hat. Alle 
aufserdem noch auszuführenden Operationen bestehen lediglich in Quadra- 
turen. Ich bemerke der Deutlichkeit wegen, dafs ioh ein Integral eines 
Systemes gewöhnlicher Differentialgleichungen eine Gleichung U= a nenne, 
wo o eine willkührliche Constante ist, welche in U nicht vorkommt, und 
U ein soloher Ausdruck, dafs durch die Differentialgleichungen dU iden- 
tisch Null wird. 

Als Beispiel der allgemeinen Methode nehme ich ein mechanisches 
Problem, von dem ich bereits in einem frohem Schreiben die Akademie 
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su unterhalten die Ehre hatte, Es siebt nämlich Fälle bei der Bewegung 
der Himmelskörper, wie z. B. des Mondes oder eines Cometen, der dem 
Jupiter nahe vorbeigehet, in welchen die elliptische Bewegung so wenig 
angenähert ist, dafs man zur Integration der Differentialgleichungen der 
Bewegung darauf kein Annäberuugsverfahren gründen kann, welches u is- 
aenschaftlichen Werth hat« Es ist daher von grofser Wichtigkeit, andere 
Bewegungen zu erfinden, welche einer einfachen Behandlung fähig sind 
und dem Fall der Natur sich mehr annähern können. Hiezu könnte man 
versuchen, die Bewegung eines masselosen Punctes zu wählen, der von 
zwei Körpern angezogen wird, die sich gleichförmig und mit gleicher Win- 
kelgeschwindigkeit um ihren gemeinschaftlichen Schwerpunct drehen. Beim 
Monde kann man für das JNäberungsproblpra uocb annehmen, dafs dio 
3 Körper sich in einer Ebene bewegen« Man hat dann zwei Differential- 
gleichungen 2t er Ordnung, welche, da die Kräfte die Zeit explioite ent- 
halten, und daher weder der Satz von den Flächen, noch der Satz von 
der lebendigen Kraft gilt, die Stelle einer Differentialgleichung der vierten 
Ordnung zwischen 2 Variabein vertreten. Obgleich die beiden Sätze von 
den Flächen und der lebendigen Kraft nicht gelten, so habe ich doch ge- 
zeigt, dals eine gewisse Combination derselben auch hier Statt findet. 
Dieses von mir gefundene Integral fuhrt aber das Problem nicht blofii auf 
die dritte Ordnung zurück, sondern die Anwendung der allgemeinen Me- 
tbode auf diesen Fall zeigt, dals man durch zwecknaufcigu Wahl der Va- 
riabein das Problem auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung zwi- 
schen 2 Variabein zurückführen kann, von welcher man, wie naoh der*» 
selben Methode erhellt, wieder nur ein einziges Integral zu kennen braucht. 
Es ist also vermittelst dieser Methode durch das eine von mir gefundene 
Integral die Integration der Differentialgleichung 4ter Ordnung darauf zu- 
rückgeführt ein einziges Integral einer Differentialgleichung der 2ten Ord- 
nung zu finden, indem alles übrige nur noch Quadraturen erfordert. 

Der ganze Gang der angedeuteten Operationen hängt von den je- 
desmaligen Integralen ab, welche sich entdecken lassen; die Wahl der Va- 
riabein hängt ebenfalls von denselben ab und erfordert auch ihrerseits In- 
tegration von Differentialgleichungen, immer aber so, dafs durch ein ge- 
fundenes Integral das System Differentialgleichungen auf andere zurückge- 
führt wird, deren Ordnung um 2 niedriger ist; auch werden sich die zur 
Bestimmung der Wahl der Variabein aufzustellenden Differentialglcichun- 

Grelle'» Jonmal d. M. D.I. XVII. Hft. 1. 11 
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gen in vielen Fällen leicht integriren lassen. Wofern man nnr die ein« 
fachen Integrale, die sich finden lassen, nicht übersieht, kann man auf- dem 
genannten Wege sicher sein, das Problem, wenn nicht gänzlich auf Qua- 
draturen, doob so weit zurückzuführen, als es seiner Natur nach möglich 
ist. Auch wenn die Differentialgleichungen, auf welche man kommt, sich 
nicht integriren lassen, wird man doch merkwürdige Eigenschaften dersel- 
ben erkennen, welche sich vortheilhaft benutzen lassen. So wetfs man 
in dem angeführten Problem, wenn man auoh die Differentialgleichungen 
der zweiten Ordnung, auf welche dasselbe zurückkommt, nicht integriron 
kann, dafs ihre beiden Integrale, eios aus dem andern durch blofse Qua- 
draturen gefunden werden können. 

Sie sehen, hochgeehrtester Herr Professor, dafs die in vorstehenden 
kurzen Umrissen angedeuteten Resultate ein neues wichtiges Capitcl der 
analytischen Mechanik begründen, die Y ort heile betreffend, welche man aus 
der besonderen Form der Differentialgleichungen der Mechanik für ihre In- 
tegration ziehen kann. Wir verdanken Lagrange diese Form, aber sie hat 
bis jetzt in seinen und in den Händen der ihm nachfolgenden Analysten 
nur dazu gedient, die analytischen Transformationen rascher und übersicht- 
licher zu leisten, und den bekannten allgemeinen mechanischen Gesetzen die 
Ausdehnung zu geben', deren sie fübig sind. Aber diese Form erhält jetzt 
eine viel wichtigere Bedeutung, indem sich zeigt, dafs gerade die Differen- 
tialgleichungen von dieser bestimmten Form einer eigentümlichen Be- 
handlung fähig sind, welche die Schwierigkeiten ihrer Integration bedeu- 
tend vermindert. 

Den 29. November 1836. 
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5. 



Maximum und Minimum desBogens einer beliebigen 
Curve im Verhaltnifs zur Zugehörigen Abscisse 

oder Ordinate. 

(Vom Herr» Professor 7. St&er zu BerKo.) 

( Auszug uat einer am 23. Januar d. J. in der hie&igen Axademie der 

, Vorlesung. ) 



1» Die nachstehenden Resultate gründen sich auf den folgenden 

Fundamentalsatz. 
„ Wenn die Ordinate y in irgend einem Puncte C einer beliebigen, 
algebraischen oder transcendenten Curve BGCH (Fig. 3.) auf der zuge- 
hörigen Tangente ECF nicht normal steht, sondern auf der coneaven 
Seite der Curve einerseits einen stumpfen (ytj wm a und andererseits 
einen spitzen Kinkel (yt,) = 0 mit derselben bildet, so schneidet die im 
stumpfen Winkel zunächst folgende Ordinate y t von der Curve ein klei- 
neres Element CG — b, ob, als von der Tangente CE=t 0 dagegen ist 
bei der im spitzen Winkel zunächst folgenden Ordinate y, das Curven. 
Element CH = b, gröfser, als das der Tangente CF = t 2 , also ist b t <t 
und bj>t 2 ." Ä ) 

Die Richtigkeit des einen Theils dieses Satzes, nämlich dais der 
Bogen CH im spitzen Winkel ß gröfter als die Tangente CF f oder b 3 ^>t 7 
liegt klar vor Augen. Denn zieht man die Sehne CH, so ist sie, weil 
a x = a ein stumpfer Winkel ist, die grofste Seite im Dreieck CHF t also 
CH>CF, und da offenbar Bogen ä,> Sehne CH, so ist folglioh um so 
mehr b t >CF oder b 7 >t 7 . 

Was den andern Theil des Satzes betrifft, so ist zunächst zu be- 
merken, dais wenn die Curve in der Nfihe des Punctes C, nach G hiu, 
keinen singuliiren Punct hat, dann die Tangente von C bis G ihre Rich- 
tung in gleichem Sinne und zwar stetig lindert, so dafs der anfänglich 
stumpfe Winkel a, welchen die Tangente CE mit der Ordinate y bildet, 

*) Man Yergleirhe unter andern die kleine Schrift von Crejle „Heber die An wen- 
dang der Rechnung elr. Berlin, bei Manrer, 1816." wo ein Salz, der mit dem 
wftoiaen nahe übereinkommt, aatfübrlirh erörtert nnd begründet wird. 

II • 
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stetig abnimmt; da aber diese Abnahme nur allmüblig geschieht, so mufs 
es nothwendig immer, nahe bei C, solche Puncto G geben, wo die zuge« 
hörige Tangente GL und Ordinate y t nach derselben Seite einen Winkel 
7 einschliefsen , welcher kleiner als a und gröber (oder nicht kleiner) als 
ß ist; dann aber ist in dem Dreiecke GAE Wiukel 7»>/3,, weil 71 = 7 
und fr = /3, daher weiter Seite EK>GK, und da zufolge des Archimedi- 
schen Grundsatzes, Cf+ÖI>*n so ist folglich um so mehr CK+KE>b l9 
das ist t x >b l9 was im Satre behauptet wird. 

2. Der vorstehende Satz verliert unter andern namentlich in fol- 
genden drei Füllen seine Gültigkeit: 1) wenn y die Normale im Puncto 
C ist; 2) wenn C ein Wendüngspünot, oder 3) ein Rückkehrpunct 
der Gurve ist, oder einem dergleichen Puncte unendlich nahe liegt. 

3. Durch Hülfe des obigen Satzes (1.) ist die folgende Aufgabe 
leicht zu beantworten: 

„Die besondere Eigenschaft desjenigen PunctesC einer beliebigen, 
auf irgend ein (geradliniges) Coordinaten-System bezogenen Curve, an- 
zugeben, dessen Jbscisse x im Verhältnis zu dem zugehörigen Bogen s, 
der von irgend einem gegebenen Puncte B der Curve bis zu jenem Puncte 
C genommen wird, ein Maximum oder Minimum ist." 

Es sei BCC l (Fig. 4.) die vorgelegte Curve, B der in ihr gegebene Punct, 
von welchem der Bogen s anfangen und sich nach der Richtung C, C t , .... 
erstrecken soll; ferner seien X, Y die Coordinaten-Axen, A der Anfangs* 
punct, und die Abscisse werde nach Umstünden durch x oder z bezeichnet. 

Man denke sich in der Curve einen Punct C von der Beschaffen- 
heit, dals wenn man von der Tangente CD in demselben die Länge des 
entsprechenden Bogens BC abschneidet, und zwar nach der Seite dieses 
Bogens hin, also otwa CD = BC=s macht, dann der Endpunot D der 
Tangente gerade in die Ordinaten - Axe Y füllt: so wird der Punct C ha 
Allgemeinen der Aufgabe genügen. Denn unter diesen Umstanden hat 
man, vermöge der Parallelität der Ordinaten y, y lf y 2 und ihrer Axe Y: 

cc ; DC = xi : DG , oder x 1 s = x t : s — t l9 
und ist nun z. B. der Winkel (yO, das ist yCD, stumpf und y t nahe 
an y 9 wo dann t l <^b 1 (1.), so hat man: 

su<*i:* — b t9 oder 

I. KX*<ix t lS t9 

wenn nämlich der Bogen BG~s — b l =s l gesetzt wird. 



Digitized by Google 



5. Steiner, Maximum und Minimum von Curvm-Bogm. 95 

Eben so bat man: 

a?:DC = x,:DF, oder x:s = x 2 :s+t 3 , 
und daher, da t 2 >b 2 (t.)i 

ar:*0,:*-f-A,, oder 

II« x : s <Z x , : S 3 , 

wo j 2 den Bogen BH bezeichnet« 

Demnach ist in der Thai unter den vorausgesetzten Umstanden die 
Abscisse x des Punctes C im Verhältnils zum zugehörigen Bogen s(=BCj 
kleiner als zunächst vor oder na eh diesem Puocte, nämlich kleiner als 
sp x :#i und auch kleiner als ap 2 :* a (II.), folglich ist x : s ein Mini- 
mum (oder s: x ein Maximum). Das charakteristische Merkmal dieses 
Minimums besteht darin, dafs das Ende des Bogens *, in Rücksicht der 
beiden Winkel VO, (yO> welche die Ordinate, auf der coneaven Seite 
der Curve, mit der Tangente bildet, in demjenigen (ytO liegt, welcher 
spitz ist. Findet nämlich das Umgekehrte statt, d.h. ist der Winkel, in 
welchem das Ende des Bogens s liegt, stumpf, wie etwa bei dem Puncto 
Ci» wo gleichfalls die Tangente (\D { gleich dem Bogen BC x sms t und 
der Winkel (yQ stumpf sein soU, so folgt auf dieselbe Weise, wie vor- 
hin, da* jetzt, wenn die Abscisse für einen Augenblick durch x bezeich, 
net wird: 

I. z:s> St'.Sif und II. ziS^Zjt 
dafs also in diesem Falle das Verhältnüs der Abscisse zum zugehörigen 
Bogen, das ist zis, ein Maximum (oder umgekehrt siz ein Mini- 
mum) ist. 

Dab unter ganz ähnlichen Umstünden die Ordinate y im Yerhält- 
nils zum zugehörigen Bogen s ein Minimum oder Maximum wird, ist ein- 
leuchtend und zwar durch den vorstehenden Beweis zugleich dargethan, 
wofern man nämlich die Namen der Coordinaten-Axen X, T vertauscht. 

4. Aus der vorstehenden Betrachtung (3.) schließt man zunächst 
folgende allgemeine Sätze: 

a. „Wird irgend eine Curve BCC^Cj.... auf beliebige Coordi- 
naten-Axen X, Y bezogen, und betrachtet man einen veränderlichen Bo- 
gen BC = s derselben, der von irgend einem festen Puncte B anfangt, 
so ist dieser Bogen im Ferhältnifs zu der Abscisse % (oder Ordinate j) 9 
seines beweglichen Endpunctes C, unter andern im Allgemeinen ein Ma- 
ximum oder Minimum, wenn die Tangente in dem letztem Puncte C, 
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nach der Seite des Bogeng hin und bis an die Axe Y (oder X) genom- 
men, gerade dem zugehörigen Bogen gleich ist; und zwar findet ein 
Maximum oder Minimum statt, je nachdem der Winkel, welchen die 
Ordinate y (oder Abscisse x) in dem genannten Endpuncte mit der Tan- 
gente (nach derselben Seite hin) bildet, beziehlich spitz oder stumpf ist* 
Oder mit andern Worten und anschaulicher: 

b. „Wird die gegebene Curve von dem Puncte B an, von wel- 
chem der Bogen anfingt, abgewickelt, so entspricht jedem Puncte D, 

D 4 , Vi, •••• ( oder J » d i» d a )i in welchem die Evolvente BDDi 

die Axe T (oderX) schneidet, auf der gegebenen Curve ein solcher Punct 
C, C», Ca (oder c, e lt c 2 , ."...)» dessen Abscisse (oder Ordi- 
nate) im Verhaltnifs zum zugehörigen Bogen ein Maximum oder Mini- 
mum ist. Ist die gegebene Curve insbesondere endlich und geschlossen 
oder in sich zurückkehrend, wo dann der Bogen gröfser als ihr Umfang 
oder als ein beliebiges Fielfache desselben genommen werden kann, oder 
ist sie spiralförmig: so kann die Evolvente die Axe T (oder X) unend- 
lich oft schneiden, und alsdann giebt es in der gegebenen Curve auch 
unzählige Puncte C, d, C„ .... (und c, e lt Cj, . . . ,), denen die an- 
gegebene Eigenschaft zukommt." Es folgt ferner; 

c. „Wenn die Evolvente die Axe J (oder X) in irgend einem 
Puncte berührt, so fallen in demselben zwei auf einanderfolgende Durch, 
schnittspuncte , etwa D in D 19 zusammen, und dann vereinigen sich 
auch die ihnen entsprechenden Puncte C, C x auf der gegebenen Curve, 
wovon dem einen ein Minimum und dem andern ein Maximum ent- 
spricht} diese verschiedenen Eigenschaften heben aber einander auf, so 
dafs dem vereinigten Puncte (CCd keine von beiden zukommen kann, vieU 
mehr besitzt er die Eigenschaft, dafs die zugehörige Ordinate y, zugleich 
die Normale ist. Wenn dagegen die gegebene Curve BCC 4 die Axe T 
(oder X) berührt, so ist der Berührungspunct zugleich einer der genann- 
ten Puncte C, C lt .... (oder o, o,, ....), und zwar ein solcher, für' 
welchen x : s ein Minimum wird> und im Falle die gegebene Curve 
endlich und geschlossen ist (Jb.), fallen unendlich viele solche Puncte mit 
jenem Berührungspuncte zusammen." 

Sieht man die Curve BDD lm ... als gegeben an, so folgt durch 
Umkehrung: 
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d. »Wird eine beliebige Curve BDD t .... auf irgend ein Coor. 
dinaten -System IX bezogen, so sind diejenigen Puncte in ihr (D, D lt 
D S9 .... oder d, d n d„ ....), deren zugehöriger Krümmungshalb- 
messer (DC, DgCti etc.) im Vcrhaltnifs tu der Abscisse x oder Ordu 
nate j des Krämmungsmittelpunctes (C, C lf .... oder c, Oj, • • • .) ein 
Maximum oder Minimum sind, unmittelbar gegeben, nämlich sie sind die 
Puncte, in welchen die Curve bezieh! ich von der Ordinalen - (T) oder 
Abscissen-Axe (X) geschnitten wird." 

5. Aus den vorstehenden Sätzen (4.) lassen sich nun weiter un- 
ter andern nachstehende besondere Sätze folgern. 

Wird angenommen die Coordinaten-Axen T, X seien zu einander 
rechtwinklig, und irgend eine endliche, geschlossene, uberall convexe 
Curve AG.BCA (Fig. 5.) sei in Bezug auf die Axe Y symmetrisch und werde 
von ihr in den Puncten A, B geschnitten, so dais also jede Sehne C<£, 
C\<± lf . welche der Axe X parallel, von der Axe Y gehSlftet wird, 
und dais die Tangenten in A, B der Axe X parallel sind : so wird, wenn 
man den Bogen s von A anfangen lälst, der Punct C, in dem Falle, wo 
die Tangente CD dem Bogen A<IC gleich ist, der erste sein, dessen 
Abscisse CE = x im Yerhültnifs zum zugehörigen Bogen AüC=s ein 
Maximum wird (4.). Daon ist aber auch zugleich, vermöge der Symme- 
trie, die Abscisse OE im Verhältnils zum Bogen ACQ ein Maximum, und 
folglich ist sofort die Sehne C<£ im Verhältnils zur Summe beider Bogen 
A<IC + AC<1=: « + CBd, wo u den Umfang der Curve bezeichnet, ein 
Maximum. Gleicherweise folgt, dais, wenn bei der Sehne C t $ t die Tan- 
genten C t D t + $ l D i = Bog. ASCA^ + ACSA^ mm 2u +C l A<£ t mm e t9 
dann das Verbältnils C€:tf 4 ein Maximum ist. Eben so wird das Verhält- 
nis C<lis ln ^ l oder C^:*,. ein Maximum, wenn die Sehnet oder C x Qi, 
to beschauen, dais CD + <ID a (7n — 1) CB<S. mm * M oder C t D t + D t 
tsz2nu + C l A<£ t = s iH t wo n irgend eine ganze positive Zahl (1,2,3,....) 
bezeichnet. Ähnliche Resultate erhält man, wenn die TheUe des Bogens 
4 von B, statt von A, anfangen. Also : 

a. Jfenn ein« geschlossene convexe Curve A€BCA in Bezug auf 
irgend eine AxeX senkrecht symmetrisch ist, so ist jede zur Axe senk- 
rechte Sehne CS, C^ im Verhaltnifs zum zugehörigen Bogen s ein 
Maximum, wenn dieser Bogen der Summe der Tangenten in seinen End» 
puncten, von da bis zu ihrem gegenseitigen Durchschnitte D, D 4 genom- 
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men (CD-f-SD, CiD^C^Di), gleich ist} und zwar ist dabei der Bogen 
jedesmal gröfser alt der Umfang u der Curve, nämlich er besteht aus 
dem einfachen Bogenstück (CBS, C k AS|), welches, nach der Seite hin, 
wo die Tangenten sich treffen, über der Sehne liegt, und aufserdem aus 
nMal dem Umfange u, wo n irgend eine ganze positive Zahl (minde- 
stens == 1) bezeichnet." 

Fügt man zu den obigen Annahmen noch die hinzu i die Axe X 
solle die Curve in A berühren: und denkt sich sofort den Pnnct C so be- 
schaffen, dafs Tangente CD = Bogen AC, so ist die Ordinate y=AE dieses 
Punetes im Verhaltnifs zum Bogen AC ein Maximum (4.), und weil vermöge 
der Symmetrie AQsssAC und Sb = Cd, so ist zugleich auch AE:AQ ein 
Maximum und folglich auch AE:AC-{-A(l oder AE;CAQ ein Maximum, 
d. h. „sodann ist die Höhe AEz=.y des Curven- Segments CAQC, im Verhält» 
u ifs zum Bogen CA(§., ein Maximum." Dasselbe trifft offenbar ein, wenn Tan- 
gente Cd = Bogen AOlAC =.u+AC, oder allgemein Cd es n u + AC, wo 
dann zugleich Sb = na+^S, und mithin Cd + &\>*=2nu + CA<2. ist. 
Fangen dagegen die Theile des Bogens von B an, und ist z. B. Tangente 
Cd = Bogm B$AC und Tangente Sb= Bogen BCA£, mithin der ganze 
Bogen = u + C^S, so ist ebenfalls das genannte Verhältnils ein Maxi- 
mum , so wie wenn allgemein C Id + S b = (2 n — 1 ) u + t \ / 6 i s | . Also : 

b. „Ist eine geschlossene convexe Curve ACBSA in Bezug auf 
irgend eine Are X symmetrisch und man schneidet durch eine zur Axe 
senkrechte Sehne CS ein Segment ab, so ist die Höhe AE = y dessel- 
ben im Verhältnifs zum Bogen s im Allgemeinen ein Maximum, wenn 
die Tangente X im Scheitel der Curve (oder in der Mitte A des Bogens) 
von den Tangenten Cd, (5b in den Endpuncten C, S des Bogens solche 
Stücke abschneidet, wovon jedes dem halben Bogen gleich ist. Dieser 
Zustand kann unendlich oft eintreten: aber von dem einen Mal bis zum 
nächstfolgenden nimmt der Bogen zu, enthält den Umfang u der Curve 
einmal mehr, so dafs er im Allgemeinen aus (n — l)u und aus einem 
Stück CAS besteht; auch sind die Maxima der Reihe nach immer klei- 
ner, so dafs das erste, u << n — 1 und der Bogen s nur aus dem Stück 
CAS besteht, das gröfste ist" 

6. Wenn die gegebene Curve ACBQA insbesondere ein Kreis ist, 
so folgen, wenn man bemerkt, dafc alle Kreise einander ähnlich sind, 
aus den vorstehenden Sätzen (5.) unmittelbar die folgenden: 
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Unter allen Kreissegmenten {von veischitJe^en Kreisen, aber) 
von gleich langen Bogen, ist bei demjenigen die Sehne (CS) im Ver- 
hältnifs tum Bogen (e) ein Maximum, bei welchem die Summe der 
Tangenten in den Endpuncten des Bogens, von da bis zu ihrem gegen- 
seitigen Durchschnitt (D oder D,) genommen, dem Bogen gleich ist; die- 
ser Zustand tritt bei unendlich vielen Kreisen ein, aber jedesmal ist 
der Bogen s größer als der Umfang u des Kreises, nämlich er besteht 
au* du und aus dem Heineren Bogenstück (Cße oder C1AQ1) über der 
Sehne (C€ oder C&dt auch werden die Maxima der Reihe nach, wenn 
ii = 1, 2, 3, 4, ... . ist, immer kleiner." 

b. „Unter allen Kreissegmenten von gleich langem Bogen, hat 
dasjenige die größte Höhe AE aas j, Lei welchem die Tangenten (Cd, <Eb) 
in den Endpuncten de* Bogens von derjenigen in der Mitte A desselben 
ein Stück dfc(=Cd-f-£fc) begrenzen, welches dem Bogen gleich ist; die- 
ser Zustand kann- Lei unendlich vielen Kreisen eintreten, aber nur das 
erste Mal ist der Bogen CAG kleiner als der zugehörige Kreis; bei je- 
dem spätem Male besteht er aus nu und aus dem großem Bogenstück 
(CAS) über der Sehne, wo n nacheinander die fferthe 1, 2, 3, 4, ... . hat; 
dabei werden die verschiedenen Maxima der Reihe noch immer kleiner:' 

7. Man denke iieh die Schaar Kreise (d.i. alle möglichen), wekho 
die Axe X (Fig. 6.) in demselben festen Puncte A berühren und deren 
Mittelpunoto M, m, M x , m lt .... auf einerlei Seite von X ia der Axe Y 
J leger, nehme auf allen Kreisen, von A an und nach gleicher Richtung, 
Bogen AD, AC, Ac, .... von derselben gegebenen Lange e, so dais AD s= 
AC=sAc3s..,.'ess, so werden die Endpuncte D, C, c,..., der Bogen 
in irgend einer bestimmten Curve DCcAc t C lt . . . liegen. Die Gerade AD 
ist nü'mlich in dem Falle als Bogen anzusehen, wo der Kreis unendlich 
grofs wird und mit der Axe X zuaammenEullt. DieCuwe fängt also von 
D an, geht von da, indem der erzeugende Kreis kleiner wird, aber sein 
Umfang u noch stets gröfser als s ist, rfter C, r nach A, wo sie die Axe 
X berührt, und wo der Umfang u de« zugehörigen Kreises gerade = *■ 
wird. Von A kehrt die Curve zurück, bildet die Schleife Ac k C t c t A, für 
welche s zwischen u und 2u liegt, berührt dann abermals die Axe X in 
A, wenn * gerade =2« ist, u. ß. w., nämlich die Curve enthält unend- 
lich viele Schleifen , die sich immer enger zuKammenzicheu , so dafs fede 
die uaehfolgende umsebiiefet, und eben an oft berührt sie die Axe X in 

Crelle. Jowbü d. M. Bd. XVII. Hft. L 12 
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A, wo jedesmal s gerade ein Vielfaches von u wird. Frägt man nun 
nach der Eigenschaft derjenigen Puncto der in Betracht stehenden Curve, 
fllr welche die Ordinate y oder Absrisse x ein Maximum wird, so ge- 
ben die obigen Sätze (6.) unmittelbar folgende Antwort: 

a . Die Abscisse x wird in allen denjenigen Puneten D, c , c , , o, , 

ein Maximum, wo die Normale des zugehörigen Erzeugungskreises 
durch den festen Punet D geht, oder wo die Tangente (z. B. od) des 
Kreises (m) bis an die Axe T genommen, dem constanten Kreisbogen • 
(oder AD) gleich ist." 

b. Die Ordinate j wird in allen denjenigen Puneten C, C, , C,, . . . . 
ein Maximum, wo die Tangente (CD, C 4 D,, ....) an den zugehörigen 
ErzeugungsireU (M, M t ,,...) durch den festen Punet D geht: daher 
liegen alle Puncte, für welch« die Ordinate ein Maximum wird, in «i~ 

nem Kreise C C, C, A, welcher D zum Mittelpunet und DA =s zum 

Radius hat." 

Dafis in dem Falle, wo die Tangente cd — DJ = s, alsdann die 
Normale oder der Radios cm des Kreises durch D geht (a.), oder auch 
umgekehrt, folgt aus der Congruenz der Dreiecke med und mAD. 

Die in Rede stehende Cur?e DCcAc t ,,.. ht übrigens dieselbe, 
welche in dem Satze 14. , Bd. XI V., S 91 d. Jon™, durch eine schein- 
bar andere Bedingung bestimmt wird, und welche daselbst „barycen- 
trische Curve" genannt worden. Beschreibt man nämlich mit dem 
Radius AD = s aas A den Kreis DGB, und lifet in diesem, von dem 
festen Puncto D an, nach G,E hin, einen Bogen stetig wachsen, so ist 
der Ort seines Schwerpunctes die oben beschriebene Curve DCcAc t C t „.. 
Denn angenommen, die Sehnen DE und AC irgend zweier Bogen DGE 
nnd At C — AD — s stehen auf einander rechtwinklig, so liegt der Sohwer- 
minot des Bogens DGE in AC, und dann sind die Kreissegmente DGED 
und AFCA einander Shnlioh (weil DA nach der obigen Construotion den 
Bogen AFC in A berührt), so dafs man hat: 

DGE : DE es AFC: AC, 

oder 

DGE : DE =s AD AC, 
woraus folgt, dafs C der Sobwerpunot des Bogens DGE ist. 

Nun bat die Curve DCcA..,., nach Angabe des citirten Satzes, 
die Eigenschaft, dafs fn'r jeden Punet C derselben, EC die zugehörige Tan* 
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genta ist ; wobei dann ferner EC= DO und Winkel a mm a, , 7 mm . Dar- 
aus folgen die vorstehenden SStze leicht« Denn In dem Falle, wo die Or- 
dinate y irgend eines Punetes C ein Maximuni werden soll, mufc die Tan- 
gente EC der Axe X parallel sein; alsdann aber ist ß = a l , daher auch 
ß=a und daher weiter DA=DC (weil DM auf AC senkrecht), folglich 
ist auch DC Tangente des Kreises AFC, weil DA es ist. JSben so muß, 
wenn die Absdsse x irgend eines Punetes c ein Maximum werden soll, 
die zugehörige Tangente cx der Axe Y parallel sein; alsdann ist « = 
und da stets S — $ lt so ist also «=;<?, daher mcssmA, mithin m der 
Mittelpunot des entsprechenden Eraeugungskretses und folglich, vermöge 
der Congruanz der Dreiecke med und mAL, die Tangente de ms DA. 
Dieses Alles stimmt mit den obigen Sätzen uberein. 



12« 
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6. Heimen, sol, proW. vol. XV J. pa§.9$. 



6. 

Problematis analytici, a cL Hill in huius diarii vol. XVI 

pag. 95. propositi solutio, 

tentala a F. Beinen, Cli?iis. 



„ Utitiß funotionibus quibusvis (p, y, r — ) quantitatum totidem Ca', 7, 5 — ) 
aliam functionem <& in venire eiuamodi, ut valortbus datarum in argumen- 
torum locos suflectis, eadem resurgat vel tantum quantitate constante (c) 
a primitivo valore differat; videlicet: $(/»>f) = O e, <!>(>, 

= <D (.r, j-, x) -f- c , .... etc.' 

8inf primum, x, j duae rariabiles earumque funoüone* dato* 
F( r ) et functia 0 iuvenienda tali», ut ait 

I. * f/W, JXr)] = <&(*. r )+*. 

Pooajiui» ftr=* u t ,y=u i9 /(*) m , F(y) = , »«licet w, et u t de- 
eignantibus funotion« variabilriim s, t. lam habemus difFerentiarom aequa- 
tiones «h., «s /(«,) et = *>,), ex quibus integraudo dedocatar 
u, = «< = y = ^(0, unde etiam * per firaotionem qnandam 

m variabilis * et r per functionem quandam variandi« y exprimf 

polest, itaque ^ t = ^(r) 

prodibif. Iiadem entern atatuen diu funotion e» ^(y)] et $>(x } y) 

fiunt > w^J, et <&(«., «0, quae brenua hoc modo w+ U t+* 9 w *,t BCTifa* 
poasnnt, ita ut aequatio superior I. fiat: 

hl u>+t,i+i = «v+ <^> 

quam faci!e integramus ponendo m^ 4 = loga. a' j3*, lüferis a, a, ß de* 
signanübus oonatantes mdeterminatas. Kam ralore w> 4>< =sloga o*./?, eo- 
qne, qui in de aeqnitnr MV♦ M . M »togaa** , ./3 ,+, in aequatione HI. substitu- 
tiv proveuit: Iog«a^/^ , = logßa'j3' + c, igitur loga/?»*, sire a|3 = e*, 
et ß=3 — .e% ubi * logarithmoram natural ium bann dedgnat. Est igitur 

log a. «*(!)'.«'•« sive 4>(,, r ) Ä loga»'W.(i-) ,KM .^ *'W functJo 
quaeslta. 

Huio funetioni pro unoquoqne Indetermuiataram a et a ralore id, 
qood quaesirimus, proprium esse, sire 
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esse, farile pefRpiciea. Elen im , si tu aequaliooibna II. looo ar, y ponas 
/(x), r<y) in hat: *+l « <^ [/(*)] , 4+1 = *'[F( r )J transeant, neoesse 
est, uude aeqnatiu tuperior IV. ßti 

laf«.(^.(l) W ^ - Iog«.^(l)W<?, 

sive log^' — C, aive deuique e = c. 

Ceterum manifestum est, etiam <b{x } y) z=.\oga a^^f^.e^^ 
problemnti »atisfaoere. 

Qnodsi pro tmi tantam variabiK * eraeque funetione f(x) fonotio <D 
determinari deheat, ponendo w, =s\oga.a,' eadem raüona obtinehitur 
logassC, »ire a= igitur a\= <&(x)ss log o.e" esse 8+ Inga, qua in 
aequatfone pro J valor sabslituendus erit, qui conseauitur ex oequationis 

Sin autem pro ploribus varisbilibus e : c *, y, £ eartimqtia fonotlo- 
nim«/(x), F(y). fuoctio $ iurentenda ait falls quae reddat: 

«t/W. Tri &(•)] « r> «)+ c 

eadem prorsu* ratione, per aequationes: w. +1 ==/(x) =/(«.) , u m **F{y) 
*F(</,), <*nu»q«* integralia asaecirti: 

ponendo w» v , v =3 loga.rf.F.y inrenimns: 7 = ^.«% itaqne pro funo- 
tione quaeaita: 

Atquo apparet, bann funetionem pro omnibna valoribi», qooa oonstantibos 
a, a et ß attribaas, etianui ^(x), ^(7) et inter ae ooiwnatareri* 

problema reaobitnram esae. 

Oivus mense Febr. 1837. 
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7. 

Bemerkungen über eine Stelle in Lagrange's 
„Traite de la resolution des equations mimeriqueg 

article IV. Wo. 79." 

(Vm dorn Herrn Prof. Raabe Im Ziricb.) 



Io den zwei ersten N°\ dieser Abtheilung IV. wird die Schwierigkeit 
bemerkbar gemacht, aus den naoh der Methode der Ketten brü che er- 
haltenen transforroirten Gleichungen jedesmal die zunächst liegenden gan- 
zen Zahlen der Wurzeln derselben herauszufinden: namentlich, wenn die 
Wurzeln um weniger als Eins von einander abstehen. Es scheint, führt 
der Verfasser fort, als mubte in diesem Falle auf jede der trausfor- 
mhten Gleichungen das allgemeine Verfahren (das Herstellen der Gl* 
chung mit den Quadraten der Unterschiede der Wurzeln) besonders an- 
gewendet werden, um die einer jeden Wurzel zunächst liegende ganze 
Zahl zn finden. Diesem Übelstande abzuhelfen, wird mm das in No. 79. 
enthaltene Verfahren vorgeschlagen, welches dem Inhalte nach hier folgt! 

Bs seien A und A Grenzwerthe der gesuchten Wurzel der vorge- 
legten Gleichung in x, und durch suooessives Anwenden der Methode der 
Kettenbrücke zur nabern Bestimmung dieser Wurzel sei man auf die 
Gleichung 

w — 

gekommen , wo ~ und ^ zwei aufeinander folgende NSberuugswertbe 
von * sind und t die Unbekannte der letzten transformirten Gleichung 
vorstellt: dann kann man zu Greczwerthen für / auf folgendem Wege 
gelangen. Man hat aus Gleichung («.) 



(b.) t = 



Da nun X und A Grenzwerthe von * sind, so müssen die Ausdrücke 

?±=£ und SJtZZ 
Grenzwerthe von t abgeben. Betragt daher der Unterschied dieser Grenz- 
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wert ho weniger als Eins, so bat man auch sogleich den verlangten gan- 
zen Zahlenwerth von / u. s. w. 

Eine Folgerung, wie die hier von Lagrange , scheint unserer gan- 
zen Art zu denken völlig gemük zu sein. Man wird kaum ein Beden- 
ken tragen, in dem viel allgemeinern Falle, wenn aus der Gleichung 

x = 

die Gleichung 

/ = *(») 

ubgeleitet wäre, wo p und \p bekannte Functionen andeuten, eine der 
obigen analoge Folgerung zu machen. Gleichwohl ist diese Folgerung nur 
unter der Beschränkung zulässig, wenn aus beiden Fimctionsformen <P 
und \f/ ein gleicher Genauigkeitsgrad für die abhängigen Variaholn erzielt 
werden kann/ 

OaCs die Gleichungen (<*.) und (b.) dieser Anforderung nicht ent- 
sprechen, soll in Folgendem dargethan werden. 

Die ganzen Zahlen o t f ' f T , haben gleiche Zeichen; man kann 
daher dieselben, wie die Grüften / und x, ab mit positiven Zeichen ver- 

f>x und £<* 
vorausgesetzt wird, die Gleichung 

e^— = i. 

Wird daher durch &t der nämliche Fehler in t, und durch ajt der hier- 
aus entspringende Fehler in x vorgestellt, so bat man, wenn in einer der 
Gleichungen (a.) oder (*.) / in t -f & t und x in * + aar umgesetzt wird, 
folgende Gleichung: 

Aus dieser Gleichung sieht man, daß, ein Fehler in der Annahme des Wer- 
thes von t einen viel kleioern in der Bestimmung von x hervorruft. Ja 
sogar, wenn der Fehler in oder wenn man a/>1 hat, wird man den- 
noch, naoh dem was über die Beschaffenheit der Gröben *'> ' 
festgesetzt ist, jedesmal ax<1 haben. 

Hieraus folgt aber auch umgekehrt: ein in x begangener Fehler, 
der sogar kleiner als die Einheit ist, kann einen Fehler in t hervorrufen, 
der die Einheit übertrifft. 
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Es bieten daher die oben gefolgerten zwei Grenzwertoe für t im 
Allgemeinen keinen Anhaltspuuct zur Bestimmung von / dar; und, wie 
aus dem eben Mitgeteilten erhellet, auch dann nicht, wenn ihr Unter- 
schied kleiner als die Einheit ausfällt. Nur m dem Falle, wenn eine feh- 
lerhafte Annahme für x einen Fehler in t hervorruft, der numerisch klei- 
ner alz die Einheit ist , wird diese Folgerung statthaft sein. 

Dm diesen Fall herzustellen, suche man aus der Gleichung (c) den 
Werth von a*, so hat mant 

Damit nun *t<i sei, oiufc man die Ungleichheit haben, 
oder 

Ist man nun in der Bestimmung einer Wurzel x, nach der Methode der 
Keltenbrnohe, zur Gleichung (a.) gelangt, so ist der genaueste Werth von 



x der Bruch 4- Wenn 

e 

^ — x = Aa> 

wird, so hat man, mit Zusiehung der Gleichung (*), 

I 

Die von Lay ränge durch X und A angedeuteten Grenz wer the von 
x liegen im Allgemeinen nicht so nahe dem wahren Warthe von x als 

der Bruch 4. Die aus denselben Tür x entspringenden Fehler sind daher 



gröber als der eben gefundene Bruch ™* o"*«* 

endlich gröfser als der Bruch in der Ungleichheit f*v* Daher kann vom 
Statthaben der Ungleichheit (J.) bei der Annahme xs*K.*A«* * * A um 
die Rede sein. 
Zürich den l.Mai 1837. 
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8. 

Heber die Beduction der Integration der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen ir- 
gend einer Zahl Variabein auf die Integration eines 
einzigen Systeme« gewöhnlicher Differential- 
gleichungen. 

<Y«s Hern fnt. C. 6. J. Jacobi m Kü.ig,Urg In FmW) 



P^zr«^ M u na,,.., >W 

vom J. 1834. P. U. und vom J. 1855. P. L das merkwürdige Resultat gefun- 
den, dal* in den Fullen der Mechanik, in welchen der Satz TM der lebendi- 
gen Kraft gilt, »ich die Integralgleichungen der Bewegung, eben »o wie dio 
Differentialgleichungen in der ihnen von Lagrange gegebnen Form, wimmt- 
heb durch die partiellen Differentialquotienten einer einzigen Function dar- 
•teilen lauen. Der Gang seiner Betrachtung tat ungefähr der folgende. 

Ea seien die Differentialgkicbungen der Bewegung eines Systems 
ron n materiellen Punoten, welche den Bedingunrjen /' = ü, *\ = 0, .... 
unterworfen sind, 

_ _ BV , x BF , . BF, 

acr , . Bf , a* f 
77i- - c^T + x 7*+** im' ' ' ' ■ 
(n welchen Gleichungen dem Index / die Warthe 1, 2, . — " angehen sind, 
und m t die Masse eines Pimetes bedeutet, dessen rechtwinklige Cooedina- 
tm * Jt y it *i sind. Dies Ist die LagrtxtigudiQ Form der Differential* 
gleicbimgen, welche ihnen in allen Fallen gegeben werden kann, in wel- 
chen der Satz von der lebendigen Kraft gilt: 

wo A eine Constante. Die Groben ^ A, etc. sind der Symmetrie wegen 

Cf*»** JourMl d. M. Bd. X?n Hß. 2. 13 
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Fsetooen, welche vermittelet der Bedmgungwgleiobungen elimi- 
nirt werden mosten. Die Function U, deren partielle Differentiation die 
angebrachten KraAe giefct, will ich die KrUftefunotion 

Hat min die aufgeteilten Dnferentialgleicbungen 
grbt, so kennt man die 3* Coordloaten als Functionen der Zeit und der 
willkührlichen Constsaten« Es werden diese Werth e in die Kräft efuoction 
U substihiirt, und ihr partielles Differentiale nach einer der willkührlichen 
Conitanien, die ich a nennen will, genommen: so bat man 
dU TdU dxj , dU dft , dU dt-] 

TZ m x 1.5*7 * Ti + + ^ 

da die in Ä, \, .... multrpircirten Ausdrücke wegen der Bedioguugs- 
gieiohungen verschwinden. 

Den letztern Aurdruck kann man auch so darstellen : 

— IdTi dxi ■ dn dyt .da du] 

du _ d * mi tfT-tt+d7'd-i; + 'dT'-&r\ 
j-. — - 

Der zweite Theil des Ausdruckes rechter Hand vom Gleichheits- 
zeichen IKfat sich ebenfalls als ein partielles, nach a genommenes Dille- 
rentiele darstellen: 

i aSw ' i'dT+'dT + 'öT J 
— 2" 5^ 

wodurch die vorstehende Gleichung sich in folgende verwandelt; 
Fi 

ifSatj [4?.|?+|p. I? + 4? Irl 

lo< da 1 öl o« 1 oi dal 

51 * 

Diese merkwürdige Gleichung 18t den Analysten, welche sich mit der Va- 
riation der Coustanten in den Problemen der Mechanik beschäftigt ha- 
nicht entgangen. Bs folgt daraus mit Leichtigkeit eines der Haupt- 
Theorie. Setzt man nämlich 

TT-*» dt TT~*> 
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so dels die vorgehende Gleichung vi«]; 

Bl Tt » 

und bedeutet ß irgend eine zweite wfllkfihrilehe Constante, so sehen wir 
dafr die beiden Ausdrücke 



i J7 — <=- 

die partiellen Differentialquotiftoten eines und desselben Ausdrucks 

sind, das eine IVIal nach a, das andere Mal nach ß genommen. Rs wird 
also das Differential des ersten Ausdrucks nach ß genommen gleich dem 
DkTerentiil des zweiten Ausdrucks nach R genommen sein, welches nach 
WeglflKsung der sich aufhebenden Tenne dio Gleichung gisbf; 

dt 1 1 

- u. 
Diese Glelobung lehrt, dafs der Ausdruck 

▼on f unabhängig oder efne blolse Constante ist, welches der berühmte 
La g rangssahB Säte Ist. Man beweist auch noch leicht, dids wenn 7 irgend 
eine dritte wnikähr liehe Constante Ist, und man Jenen Ausdruck mit (ts, ß) 
bewfchoet, dio Glefobrtngwi Statt finden: 

Aber HatriUon zieht aas der Ofedsfurog, welche wir fanden; 

ggajaa^£±i£±!Bl aa 



Methode als durch die Resultate, an welchen es führt, 
werth ist« Setzt man nämlich t 

13 
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es ^M±ill!i^±2l±£Ä 4tt 

oder der obigen Gleichung zu Folge: 

Bs r't^kM^M^Mt^ 

^=*J o j- t dt. 

Sind a, b, c die Anfangswertbe von x t y, z und a', b\ c' die Anfänge- 
wert hc von x', y', s', oder diejenigen Werthe, welche dem Wertbe t-mO 
entsprechen, so giebt diese Gleichung: 

Die Function S ist eine Function von I und den wOlkührlichen Con- 
atatiten; sie wurde dadurch defitiirt, daXs ihr nach t genommene« Diffe- 

Kraft. Die vorstehende Gleichung lehrt auch ihr Differentiale fin- 
, nenn man bloOs die willkährlichen Constanten ab veränderlich be- 
t. Bezeichnet man nßmlich durch die Cfaaracleristik B' das Diffe- 
rentiale, welche* man erbalt, wenn man gleichzeitig alle willkürlichen 
Constanten ändert, t aber ungefiudert Infst, so giebt die vorstehende Glei- 
chung, wenn man sie mit da multiplicirt, und die Summe aus allen ähn- 
lichen bildet, die man für jede der wilikiihrlichen Constanten erhält, 

VS m Xm i (x i d'w i +y' i d'y> l + z\d'xd — Xm^a-d'at+bld'bi^-c^e^ 

Dies ist du vollständige Differential von <?, wenn man t constaot setzt, 
und es als Function der wilikiihrlichen Contlanten betrachtet. 

Ist das System ganz frei, so hat man 6 a willkahrliche Constanten, 
als deren Functionen S und die 6n Grüften x, y, z, o, b $ c betrachtet werden. 
Vermittelst der Integralgleichungen kann man die 3« Groben «, b t e durch 
diese 6 n Constanten ausdrücken, und die 3 n Groben x, y, t durch diese 
Constanten und die Zeit t. Man kann daher auch die 6 n wulkohrlichen Con- 
stanten alt Functionen der Zeit und der 6* Gröben x, y, *, o, b, c betrachten, 
wodurch auch £ eine Function der Zeit / und der 6 n Gröfsen x, y, z, a t b, c 
wird. Nimmt man in diesem Sinne die partiellen DHferentialouotienten 
>S, so giebt der vorstehende Ausdruck des vollständigen Differentials 
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roaS, sofleJob seine nach den Gröben y, z, o, *, c genommenen pnr- 
tielieu Differentiale, ufimlkh: 

BS , BS 

Bs ^ . as . - 

Die vorstehenden G n Gleicliuag«u kann man aU dt« vollständigen 
Integralgleichungen der vorgelegten Aufgabe betrachten, und zwar sind 
die Gleichungen Unkt die 3« Integrale erster Ordnung (welche Hamilton 
dueb Zwischeniutegrale nennt), die Gleichungen rechter Hand, die 
3a endlichen Integrale selber. 

Ist da* 8/atem nicht frei, sondern sind die * Bedingungen gegeben, 
F = 0, F t = 0, .... *V-* «- 0, 
welchen die Puncto desselben Genüge leisten müssen * so kann man die 
3* Functionen x, y, z, welche muu suohij auf 3a — k redudren, und 
braucht von den 3 n Differentialgleichungen 2ter Ordnung nur 3«—* an- 
al wenden. Mau bat daher mir 6n — 2* willknhrliohe Constanten, für 
welche man in den Ausdruck von 3 wieder die 3n — k Grinsen, auf 
welche man die 3 1 Gröben, *, y» * zurückgeführt bat, und ihre Anfangs- 
wertbe, auf welche sich durch dieselbe Bedingungsgleiobnngen die 3n Grü- 
ften c, b t c surnck fahren lassen, einfuhren kann. Zu der Gleichung durch 
vrelohe wir, wenn man t oonstant setzt, daa vollständige Differentiale von 
S t im obigen Sinne genommen ausgedruckt haben, und welche sich auch 
M> darstellen Uust, 

itnd danu eben so * ron den 3 « Differentialen dx, dy, dz und i von 
den Differentialen da, 3e, de vermittelst der Bedlngnngsgleiohungen zu 
eliminiren und die (n die übrigen ouahhfiogigen Differentialen multipiicir- 
ten Ausdrucke einzeln = 0 zu setzen. Bedeutet i° den Ausdruck von 
F r weuu man dann für die 3 «Grüften er, y, * ihre Anfangswertlie a, b, c 
setzt, so hewerksteUigt man diese Klimination, indem man die k Gleichungen, 
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und die k Gleichungen 

jede mit einem Factor muItlpKei'rt, zu der oMgen Gleichen* hin^el^t, 
und diese Pactoren so bestimmt, data din k von den Differentialen dx, 
Öy, da, und die * von den Differentialen 3«, 3h t Sc, welche man dimi- 
niren will, verschwinden. Da mm auch die in dte übrigen tmabhiiugig<<n 
Differentialen muiiiplicirten AtisdrQoae verschwinden messen, so erhält 
man, wenn mau die Factoren mit A, \ ly . . . . , — . — .. . . bezeichne 
das System von 6« Gleichungen: 

m '*' 1=5 +*°§e7 +XJ Ii? + ■ ■ • • 

welche [etat als die volbtimdigen Integralgleichungen mit Hinzuziehung 
der Bediagungsglelchangen 

F «=s(V FjtssO, .... 

F u =r0, ^csOt 

zu betrachten sind. Die MultipUcatoron werden durah Auflösung einer 
gleichen Zahl lineUrar Gleichungen gefunden, welohe man dadurob erhttt, 
dab man die verstehenden Gleichungen in die folgenden durch Differen- 
tistion aus den BedtngungEglsiohunge» afoh ergebenden eubstitnlrl. 
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so wie die Gleichungen die man für l — O aus diesen erhalt, 

Wir sehen) wie auch in dem Fall* einet nicht freien Systems die Inte- 
gralgleichungen eine gans analoge Form mit derjenigen erhalten ha- 
ben, in welche Lagrange die Differentialgleichungen der Mechanik 
gebracht hat. 

Wenn der Salz von der lebendigen Kraft gilt, so kann man die 
Function 8 auch so andrucken: 

am 7f*üit+ht 9 

wo h eine willknhrliche Conatante Ist. Ich habe aber im Torhergehen- 
den den Satz von der lebendigen Kraft nicht benutzt, weil diese Resul- 
tate, wie Professor Hamilton nicht angemerkt bat, auf einen Fall auage- 
dehnt werden können, für welchen dieser Satz nicht gilt, auf den Fall 
niimliob, wo die Kräftefunction softer den Goordinaten noch die Zeit t 
explicite enthält, wie z. 3. wenn ein Funct ohne Masse von beweglichen 
Centren angezogen wird, deren Bewegung bekannt und gegeben ist« loh 
werde diese Auadehnung der Formeln, wo sie statthaft ist, allezeit an- 
geben, da der angegebene Fall der Meohauik in der That seine Anwen- 
dung findet. 

2. 

Die Definition, welche wir von der Function 8 gegeben haben, 
setzt die vollständige Integration der Differentialgleichungen des mechani- 
schen Problems bereits voraus. Die vorstehenden Resultate hätten dann 
nur das Interesse, das System der Integralgleichungen in eine merkwürdige 
Form gebracht zu haben. Man kann aber noch die Function 8 auf eine 
ganz verschiedene, und viel allgemeinere Art definiren. Ich werde 
mich im Folgenden auf den Fall eines ganz freien Systems besohrüoken; 
den Fall, wo irgend weiche Verbindungen und Bedingungen zwischen 
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den Puocten Statt finden, werde leb in einer spätem Abhandlung wieder 
aufnehmen, deren hauptsächlichste Resultate ich bereits an einen andern 

Ort mitgetheüt habe. 

Wir betrachten S wieder als Function der Zeit, der Coordwaten 
der Puncto und ihrer Anfangs wert he. Differeutiireu wir S vollständig 
nach der Zeit, indem wir auch die Coordioaten als Functionen der Zeit 
betrachten, so erhalten wir, der Definition von S zufolge: 

Hieraus folgt, da 

, _ 1 ÖS . 1 BS . i BS 

der Ausdruck des partiellen Differentiale« von S nach t genommen 

welcher Ausdruck sich, wenn U nicht / explioito enthalt, also der Satz 
von der lebendigen Kraft gilt, in folgenden vereinfacht, 

dS . 

ST — *' 

wo h eine willkührliche Constante ist. 

Man erhält aus dem Ausdrucke von |~ auch folgende Gleichung: 

§f+*^l(0+(0+(0] = * 

und dieses ist eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, welcher 
die Function S Genüge leisten muis* Die Function S t wie sie oben defi- 
nirt worden, ist eine vollständige Losung der partiellen Differentülglei- 
ciiung erster Ordnung, indem sie aufser einer Constante, die man offen- 
bar zu ihr noch hinzufügen kann (da nicht die Function selber, sondern 
nur ihre DüTereotialqtiofieuten in der Gleichung vorkommen), J n willkühr- 
liche Constanten, nämlich die Anfangswerthe der Coordinaten enthalt, und 
die Zahl der unabhängigen Variabeln eben falls 3 1 1 beträgt. Job will 
einen Augenblick bei der Natur der verschiedenen Losungen einer partiel- 
len Differentialgleichung erster Ordnung verweilen. 

Man nennt nach La prange vollständige Losung einer partiellen 
nicht linearen Differentialgleichung erster Ordnung eine solche, welche eine 
gleiche Zahl wülkübrlicber Consts.^ten enthält, wie die Zell der unabhän- 
gigen Variabeln beträgt, weil man vermittelst der, nach diesen genomine- 
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nen partiellen Bifferentialquotienten der gesuchten Function eine solche 
Zahl wllkahrlicherConatanten eJfminiren kann, und im Allgemeinen keine 
gröbere. Kennt man eine vollständige Lösung, ao kann man daraus 
alle übrigen Lösungen ableiten, deren die partielle Differentialgleichung 
fähig Ist, und welche einen sehr verschiedenen Charakter haben. Man 
nimmt an diesem Ende eine Anzahl willkuhrlicher Relationen zwischen 
den willkiihrJichen Constanten an, oder was dasselbe ist, bestimmt einige 
derselben als willkürliche Functionen der übrigen, differensürt nach die- 
sen, als unabhängig betrachteten willkBhrUohen Constanten die vollständige 
Lösung, und setzt die genommenen partiellen Differentialquotienten einzeln 
= 0; wenn man dann vermittelst dieser Gleichungen die willkürlichen 
Constanten aus der vollständigen Lösung eliminirt, so erhält man die neue 
Losung, welche man, da sie willkuhrlicho Functionen enthält, nach 
La^ ränge eine allgemeine Lösung nenoen kann. Diese allgemeinen 
Lösungen haben aber einen ganz verschiedenen Character nach der Zahl 
der willkürlichen Relationen, welche man zwischen den willkürlichen 
Constanten annimmt Wenn m die Zajil der unabhängigen Variabein 
und also auch die Zahl der willkürlichen Constanten ist, so hat man 
m— 1 Gassen allgemeiner Lösungen, je nachdem man 1, 2,.... oder 
m— 1 Relationen «wischen den m Constanten annimmt, und dann wie 
oben verführt. Die allgemeinste Lösung ist diejenige, bei welcher nur 
eine Relation zwischen den Constanten angenommen, oder eine ala Fune- 
fion der übrigen angesehen wird. Der Grad der Allgemeinheit verringert 
sich mit der Zahl derjenigen willkuhrltchen Constanten, für die man will- 
kuhrlicbe Functionen der übrigen setzt. So ist es allgemeiner oder läßt 
mehr willkahrliches zu, eine wUlkuhrliohe Constante ala wülkührliche Func- 
tion der m — 1 andern anzunehmen wie fn der allgemeinsten Lösung, als 
zwei willkühr liehe Constanten als will kührliche Functionen der m — 2 an» 
dem anzunehmen, wie in der nächst folgenden Classe allgemeiner Lösun- 
gen. Denn denkt man sich eine willkübrliche Function von m~l Grö. - 
Isen nach den Votenzen von einer derselben geordnet, so sind die Coef- 
ficienten willkübrliche Functionen von m— 2 Gröfsen, so dafs eine wIU- 
kuhrKche Function von 1 Gröben unendlich viele Functionen von 
m— 2Gröfscn umlädt. AIsGrenze dieser Classen allgemeiner Lösungen ist der 
Fall anzusehen, wo man m Relationen zwischen den m Gröfsen annimmt, oder 
diese als Conslanten betrachtet, was aber die vollständige Lösung selber ist, 

trdle'» Journal d. M, Bd. X> [T. HB, 3. 14 
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Da die verschiedenen Arten Losungen, welche ich allgemeine Um- 
genannt habe, willkübrJicbe Functionen enthalten, so kann man 
sie so rmrticularisiren , dafa aie jede beliebige Zabl willkührliche. 
Codi tanter enthalten, denn in jeder wiflkührlicben Function kann man 
so viel wfllkührliche Conatanten anbringen, wie man will« Giebt man 
den willkübxlichen Functionen zusammen m willkührliche Couataoten, 
wenn m die Zabl der unabhängigen Variabein in der partiellen Differen- 
ijalgleiohung ist, so kann mau jede partionlarisirte allgemeine 
Lösung mit m willkShxlf ohen Conatanten ebenfalls als oine 
vollständige Lösung ansehn, aus welcher man eben so wie 
ans der vollständigen Losung, von welcher man ausgegangen 
ist, alle Arten Lösungen, deren die gegebene partielle Diffe- 
rentialgleichung fähig ist, ableiten kann. Man kann auf »ha- 
uche Art jede allgemeine Lösung so partionUmiren, dafr daraus eine Lö- 
sung wird, die au einer minder allgemeinen Gasse gehört. Hat man z. B. 
eine Lösung, in welcher * Gröfsen als willkührliche Functionen der m — * 
andern vorkommen, und ist /> i, aber zugleich / < m, so kann man diese 
t willküfarlichen Functionen von m — k Gröben so parb'cularisiren, daß 
darin so viel willkührliche Functionen von m — l Gröben vorkommen, 
wie man will; und nimmt man für diese k willknurliobe Functionen par- 
nanloie Formen, m denen. / willkührüche Functionen von m—l Gröfsen 
vorkommen, so kann man diese Lösung als eine solche betrachten, die 
su einer minder allgemeinen Ciasse gehört, uud die man ans der voUstäo- 
Lösung erhalten kann, wenn man darin / wOlknhrltohe Conatanten 

ier übrigen betrachtet, und für diese solche 
t, dais die nach ihnen genommenen partiellen Differenz 




3. 

Nachdem ich diese bekannten Betrachtungen vorausgeschickt habe, 
kehl« ioh zu der hier vorliegenden partiellen Differentialgleichung zurück ; 

von welcher die Function »9 , wie sie oben definirt worden ist, wenn man 
noch- eine willkührliche Constante zu ihr addut, ein vollständiges Integral 
ist. Da et aber unendlich viele vollständige Integrale derselben partiellen 
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Different ialgleiobung von der verschiedensten Form giebt, BO ist die Func- 
tion S durch die partielle Differentialgleichung , der sie Genage leistet, 
noch nicht bestimmt. Gleichwohl ist das System der 3« gewöhnlichen 
Differentialgleichung der Bewegung durch die eine partielle Difieniialglei- 
ohung vollständig ersetzt. Denn es liüst sieb leicht «eigen, dais jede 
vollständige Losung derselben hinreicht, um sSinratliche Integral <zleic htm. 
«»cn der Bewegung daraus abzuleiten. 

In der That sei 3 irgend eine vollständige Lüftung der partiellen 
Differentialgleichung 

Da die Zahl der unabhängigen Wiabeln hier 3/I+1 ist, nSmlich 
die Zeit / nnd die 3 n Coordineten, so muis die volbthndige Lösung 3/1+1 
willkahriiche Constanten enthalten, von denen man sich immer eine mit 
S durch blolse Addition verbunden denken kann. Es seien a if **, . 
. . . o*,, die 3« übrigen, und ß J9 ß» . . ß*.» andere willknbrKche Con- 
stanten, so will ich neigen, dab folgende 3« endliche Gleichungen zwi- 
schen den 3/i Cobrdinaten s it y%j %\ und der Zeit t, 

BS * BS_n öS 



siegten System gewöhnlicher Diftereutiatgloiobungen : 
i*mt BU m d*y t ä BO Bü 

leisten* 

DiOerensün man nBm ?«h die gegebenen endlichen Gleichungen, 
wodurch die wfllkBhrhcheti Com tauten ß„ .... ß*. , von selber vor- 
schwinden, so erhält man die 3 n Gleichungen: 

A *Jt 9*B .„/ B*8 . i J^Srf+VtX 

J es 

man die Warthe von srj, yj. *J durch Aufttisting bestiov 
Vergleicht man aber diese 3/7 Gleichungen mit folgenden 

14* 
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3 n Identischen Gleichungen, welche aas der gegebenen Gleichung: 

*-S?+»*[© , +0+© , I. 

durch partielle Differentiation nach a, , a, , .... a herrorgehn, 

i 2 1 \ * ts , d*s esi 

ftii i f ds j. as, a*s ÖST 

ftB- t Jl« as, a»5 as . a*s asi 

so sieht man ohne weiteres, dab die gesuchten Werthe ron s\ t yj, *), 
welche die obigen Gleichungen erfüllen sollen, folgende sind: 

~ ± as i as , du i as 

dt m'&*' 7* dt -mrZJi* dl^mCHY 
Sifferentflrt man die vorstehenden Gleichungen auls neue, so er- 
hält man die Gleichungen: 

d*xi . . _ r a»s , d*s , . a*s i, a»s 
_ gJ2 _ T f B % a . . a»s d*s a , a*s 

d*zi —\ a*s . , a*s , , d*s ,i . a*s 

wo man tn den Summen rechts für * die Werthe 1, 2, m zusetzen 
bat, während * unverßndert bleibt. Wenn min in diese Gleichungen für 
*'** y\> *4 die gefundenen Werth« substituirt, so verwandeln sie sich in 
folgende: 

Wi 5 BS lf^.^ 4 ls.3s 3^ asi a«s 
mi ^ sS ±f .5s . «!» as . a^s asi . a*s 

'dt* milJ^a^^ 3^-373; + ^73^-^ + 

Es sind aber die Ausdrucke rechts die partiellen Differentialquoh'enten des 
Ausdrucks 

nach x if y it genommen, wodurch wir die Differentialgleichungen be- 
kommen: 
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'HF J^l 9 m 'diT =a dlZ> 
welches die vorgelegten Dtfferentialgleiehungen sind. Wir haben also fol- 
gendes Theorem. 

Theorem. 

fer Bewegung eines freien Sy« 
folgende 3n Differentialgleichungen l 



^1^-1^' m '-d£-^r» ""tf«^ 

wo V eine gegebene Function der in Coordinaten x tt y, , z,*, z-,, y t , %!<••• 

• '• *»> y«> *■ und der Zeit £ bedeutet, und für i alle Wert he 1, 2, .... n 
zu setzen sind; es sei ferner 3 irgend em vollständiges Integral der par- 
tiellen Differentialgleichung: 

welches aufser einer mit 8 hlofs durch Addition verbundenen willkOhrlichen 
Constanten noch 3/i andre willkilhrliche Constanten 

enthalte: so sind die vollständigen endlichen Integrale der vorgelegten 
3/i gewöhnlichen Differentialgleichungen 2ter Ordnung mit 6* wulkuhr- 
lichen Constanten t 

^* s= ^> •••• /fr*"**» 

wo die GroTsen 

ßl» &> .... ßim 

neue Zn willkührlfche Constanten sind; es sind ferner die nach den Coor- 
dinaten -Achsen zerlegten Geschwindigkeiten, 

1 88 1 dS 1 33 

^^m-JZi' y (=t m-dji> Zitai m-d~Z' 

4. 

Eine der vollständigen Losungen der im Torigen betrachteten per- 
«eilen Differentialgleichungen erster Ordnung ist die zu Anfang deünirte 
Function S, und zwar eine solche, In welcher die 3n willkuhrlichen Con- 
stanten, die S enthält, gerade die Anfangs* erthe der 3nGr8fsen T it y„ 

* sind, welche wir mit a t9 b it c t bezeichnet haben. Für den hauptsäch- 
lich vorkommenden FalJ, welchen Hamilton allein betrachtet, wo dieKräTte- 
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funct.cn d,o Zeit t nich expIicHe enthalt, giebt derselbe «och eine zweite 
partielle Diueronhalgle,cliung erster Ordnung, welcher diese Function 5 
Genüge leistet. Fnr diesen Fall gflt der Satz von der lebendigen Kraft, 
welchen man so darstellen kann : 

wo wieder oj, ÄJ, cj die Aiifengswerthe von *J, rf, bedei 
U 0 der Werth von U ist, wenn man darin für x it y t , * ihre 
werthe <r„ *j, c, setzt Ei ist aber: 



|| sss U-iXmfc? +y? +*;•), 
und daher, wenn der Satt von der lebendigeu Kraft gilt, auch 

57 - ^a-«*,«' + V + tf>. 
Für <he UomOtoriwht Function S wurde aber 



wodurch sich die vorstehende Gleichung in folgende verwandelt 

Dieses ist die zweite partielle Differentialgleichung, welcher die Hamilton* 
«ehe Function S Genüge leistet, und wodurch sie von allen ai 
ständigen Lösungen der ersten unterschieden wird. Aber wir 
sehen, dab jede vollständige Losung dieser ersten 
ist, um die s&mmtliohen vollständigen Integrale der 
tialgleichuDgen der Bewegung zu finden. 

Ich weüs daher nicht, warum HamUton, um die vollständigen In- 
tegrale der vorgelegten Differentialgleichungen angeben zu können, die Er- 
findung einer Function S, von 6n+i Yariabeln, nämlich den 3/i*GrÖlsen 
*l> ytt *i» den 3« Gröben o it 6„ c t und der Gröfse / fordert, welche zu 
gleicher Zeit den beiden partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 

ff+i^Rsr+^+esn-ss 

Genüge leintet, während es, wie wir gesehen haben, vollkuromen lunwchL 
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Gpdürg leistet, uad Baiser einer mit ihr durch Addition verbundenen noch 
3« andere willkuhrliche 0>nstanten enthalt. Hamilton scheint mir da- 
durch seine schöne Entdeckung in ein falsche« Licht gesetzt zu haben, 
auberdem dais sie dadurch zu gleicher Zeit unnötbig compKoirt und be- 
schrankt wird. Auch ist hier der Übelstand, dals, da man eine Fnnob'on 
nicht durch zwei partielle Differentialgleichungen definiren kann, denen sie 
gleichseitig genügen soll, ohne zu beweisen, dals eine solche Function 
auch wirklick möglich ist, seine Theorie, wie er es ausgesprochen hat, 
nicht an sich, sondern nur mit dem Beweise, den er liefert, YerständUoh 
sein kann. Wenn dadurch, dafs er gerade diese besondere Function S 
nimmt, die wülkuhrlichen Constanten die Anfengswertbe der Goordinaten 
und der nach den Goordinaten -Achsen zerlegten Geschwindigkeiten wer- 
den, so ist dies kein wesentliches Interesse, da die Einfuhrung dieser Con- 
stanten die Form der Integralgleichungen in der Regel oomplicirter machen, 
auch man die vollständigen Integralgleichungen aus jeder andern Form 
in diese bringen kann. Vielleicht ist auch Hamilton dadurch, dals er 
immer gleichzeitig swei partielle Differeotklgleiebungen tot Augen hat, ver- 
hindert worden, die allgemeinen Vorschriften, welche Lagrange in den 
Vorlesungen über die Function enrechnung für die Integration einer nicht 
linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen drei Va- 
riabeln giebt, auf sein Theorem anzuwenden, wodurch ihm, wie ich in 
einer andern Abhandlang zeigen werde, Resultate von grellster Wich- 
tigkeit für die Mechanik entgangen sind. Ich bemerke noch, dais die 
Forderung, dals die Function S, nachdem sie der ersten partiellen Diffe- 
rentialgleichung genügt, noch der zweiten genügen solle, auch noch dadurch 
eine Beschränkung herbeiführt, dals sie den Fall ausschliefet, wo die 
KrSftefunction U die Zeit t auch explieite enthält, weil tut diesen die 
«weite partielle Differentialgleichung nicht mehr gültig ist. 

6. 

Ifen kann der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, durch 
welche man das System der Differentialgleichungen der Bewegung ersetzt 
Jiat, verschiedene Formen geben, indem man tbeils für die zu suchende 
Function eine andere nimmt, tbeils die Variabel u ändert. Bnmiltov hat 
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Beispiele hiervon gegeben, von denen Ich Wer 
die 



Es seh 

Wenn V nicht / explicite enthalt, also der Satz von der lebendigen Kraft 
gilt, so hat man 

H a h, 

wo k efne Constante. Es sei die Function S nach der von Hamilton 
gegebenen Definition bestimmt, und zu dem oben gegebenen Ausdruck 

von d'3 nach |f Bf hmzugefugt, so hat man das vollständige Differential 

von 3, wenn man allen 6/i + l Gröben f, x it f\i *t *i> **» <*a die es 
enthält, unendlich kleine von einander unabhängige Incremente giebt Da wir 

fanden, so wird, wenn man sich der Cbaracteristik der Variationsrechnung 
bedient, diese vollständige Tariatipn von S, 

iS aas —JIti+ , 2m t [MSxi+y'i9y t +4iz& 



s + H.t, 

so folgt aus der vorstehenden Variation ron S der Ausdruck der Varia- 
tion von / 

$r aas tSH + '2m i [x\Sx i +y' i &yi+z' l 9zt 
— 2/w 4 [ai | a t + t] Ja, -f c\U]. 

Denkt man sich vermittelst der Gleichung 

die Gräfte / aus •$ eliminirt, so wird •» und mithin auch V eine Func- 
tion vontf, den 3 /i Grotten«*, y if z : und den 3« GrÖfsen o it * it und 
die vorstehende Gleichung giebt den Ausdruck von 9V t durch die Varia- 
tion dieser 6/i + l Gröben. Betrachtet man daher V als Function von 
U % den Coordinaten xt, y i7 *, und ihren Anfangswerthen e it o t , c it so 
die partiellen Differential^ otienten von V nach diesen Grüfte: 
ir 
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hV 



Diese Werlbe geben die partielle Differentialgleichung: 

wo man, wenn 27 auch / explieite enthalt, in U lar r Jas partielle Diffe- 
rentiale zn setze« hat. Wenn aber, wie es insgemein der Fall ist, 
lf nicht * explieite enthalt, sondern eine blofse Function der Coordinatec 
ist , au cntbiilt die partielle Differentialgleichung das partielle Differential 
von V nach H genommen gar nicht, weshalb // bei ihrer Integration 
als Constante betraohtet wird. 

Wenn ü nicht t explieite enthalt, also // eine Constante ist, so 
bat man, wenn man für S dio Hamiltorinche Function nimmt, 

Y s» S + Hi am / # lH+f»|St,(«r+ r f+sf) + U\dt, 
wird 

In demselben Falle, wo H eine Constanfu ist, erhalt man frfr 
t = o auch 

iXm^eT+ar+O - 

oder 

welches eine zweite partielle Differentialgleichung kl, welcher die Func- 
tion V Genüge leistet. llamWon definirt die Function V durch diese 
beiden partiellen DifTerentialgleicbuDgen: aber um die vollständigen In- 
tegrale der DuTerestf algleichungen der Bewegung au finden, reicht es wie- 
der voflkomraea hin, wenn man nur irgend ein vollständiges Integral V 
der entern kennt. 

Crette': JoornJ I. M. W. XV«. Oft. 2. IS 
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Wenn nämlich V die GrÜfse t expTicHe enthalt, to betrachte man 
eine vollständige Lösung der partiellen Du?ereu€ialgleiebu»g 

wo, wie erwähnt, fa £7 für * zu setzen ist ££. Solche Lutum; wird, 



da hier 3*+l unabhängige Variabein sind, aufser einer mit V durch 

Addition verbundenen Cor» taute, noch 3« andere a M ct ;t .... a,, , ent» 
Indien. Die 3ä endlichen vollständigen Integrale des Systems von 3/i ge- 
wöhnlichen DtflVreutialgleicbuugcn zweiter Ordnung 

mit G/i 



^ =ß '> 351 858 ß»» 3~^7 > 

wo , . . ß*. die neuen 3a will kühr liehen Conatauten sind; die 
«i « Zwischeuinlegrale mit nur 3 n willkührl ichen Constanten werden ferner. 

Die Gröbe // kann man in diesen Gleichungen vermittelst der Gleichung 

durch < ersetzen. Der Beweis hiervon ist ganz so, wie der für die Func- 
tion £ geführte. 

Wenn aber die Function U nicht * explictte enthalt, so enthalt die 
partielle Differentialgleichung eine unabhängig Variable weniger, weil // 
in diesem Falle eine Constante h wird; die Zahl der wülkührbchen Con- 
stauten einer vollständigen Lüauug ist daher, aulser der mit /'durch Ad- 
ditioo verbundenen nur 3/i — 1, die wir a 0 <h> .... a Jn- , nennen wollen. 
Die 3» endlichen vollständigen Integralgleichungen d«r Be- 
wegung werden dann: 

zu denen man nooh die Gleichung 

zu fügen hat, wo/?,,k, n neue 3/i willkuhrliebe Con* 

*taut«u sind, so da f. liier wieder 6* willkuhrliebe Coastan- 
ten «u «j» .... tw«, ß t , .... ft^, A, «• gefunden werden; die 
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3n Zwischeniutegrale endlich werden wieder* 

j- = zu,*;, ^: = ^ - mi*i> 

Der Beweis, drr hier etwas modifieirt werden muft, ist, wie folgt, 
Die DüTerentation der Gleichungen: 

giebt folgende 3/i—i 6leichungen 



* fer^ *' + » «*-. d// 1 + a^^r* *J 88 °* 

durch welche, da in ihnen kein Term vorkommt, welcher nicht iu eine 
der in Grüben *$, rf, ag multiplicirt ist, die Vorhliltnisse dieser 3 «Grö- 
ben bestimmt werden. Differeutiirt man die gegebeno partiolle Differeu- 



nach «i# • a».-i» so erhiilt man die 3/*— I Gleichungen: 

t r yr ar . a»r , a«r an _ 0 

^wi Id/*, a*;'3*T **" da, dy>' dyi T 5g 4 £ü ' a^J ^ 

Vergleicht man diese 3n — 1 Gleichungen mit deu vorigen 3i — 1 Gleichun- 
gen, so siebt man zunächst, dab die 3* Grüben x\, y\, z\ sich respeothr« 

wie * 3«GH*« ;g£. & v«W.e», D*— _ 

g 



so erhM ! mau : 



und wenn mcn die gegebene partielle lliffeirejittalgleichung partiell nach A 

15« 
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tl 

^ r a*r ar t a«r ar , a«^ i . 

Vergleicht man diese beiden Gleichungen mit einander, «o sieht man, dab 
wenn sich, wie bewiesen worden, die 3« Gröben x', yj, x\ respective 

wie die 3nGrölsen ^».fj, ^T-|p verhalten, die 3« Gröben 

yj, 4 den 3nGröben ± m *g 9 and, respective gleich 

sein müssen, welches die 3 n Gleichungen gieLt: 

. i dv i sr . l äv 

tialen für »5, yl, «I die vorstehenden Wertbe, so erhült man; 

j»x, ,i[ a»r . ar . a*r ar , a«»- ari 
m< <ii^ *m»la*iax* 5*7"*" axia/raji" 1 " a^a.r^TJ» 
_ _ i ravr ar , a*_r ar . a«r ari 

m< ^- - s ^laj^ a^+syr^ ^+5jr^r ?i;J» 

«r»* i r a»r ar , a*r ar , a a r ari 

in welcher Summen i unverändert bleibt, während k die IVerthe i, n 
erhalt. Die Ausdrucke rechter Band sind hier die partiellen Differential* 
quotientea des Ausdrucks 

nach x it y i9 % genommen. Man kann daher dafür die einfacheren Am» 



«f»x< SU ^d*yi BTT rf»x, af7 . 

welches die zu beweisenden Gleichungen sind. 

In den Anwendungen scheint die Function S dann vorzugsweise 
r, wenn die Krüftefunction ü die Zeit / auch explicite involvirt. 
Dagegen bietet die Function / und die gleichzeitige Einführung der Grüfse 
H statt der Zeit t grofse Vortheile in dem häufiger vorkommenden Fall, 
wo U eine blofse Function der Coordinaten ist. Denn da in diesem letz- 
tem Falle, vermittelst des Satzes von der Erhaltung der lebendigen Kraft 
H eiue Consta ot e wird, so enthült die partielle Differential gleich uug eine 
Variable und die zu suchende vollständige Losung eine willkührliche Con- 



Digitized by Google 



9. a G. J. Jaeobi, ar Tkorü de rniiMm DifamfWsUkAngm. 117 

vollständigen LrfegreJgleiobungen der Bewegung fordert, and welobe gleich- 
zeitig zweien pufaVIen Differentialgleichungen enter Ordnung genügen 
muik, bat daher hier noch den wesentlichen Nachtheil, daXs sie eine Gröfse 
mehr ah nöthig ist enthält, nMmüoh au Eiter h und den 3 n Coordinaten 
noch ihre 3n Anfangswert he, Wöhren d man nur irgend eine Lö- 
sung der einen partiellen Differentialgleichung braucht, welche aniser h 

und den 3 n Coordinaten 3«— 1 wülkuhrlicho Constanten enthalt. 

• \ 

i • •» • : !.•>•! • : . 's 

Wenn die Kräftefunction die Zeit t nicht expticüc enthält, so 
kann man aus den Differentialgleichungen der Bewegung die Grobe t 
leicht herausschaffen, indem man sie als ein System von 6n — 1 Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung zwischen den 6 n Variahein y it z„ Sri, 
yJi *j darstellt« Nennt man nämlich f tf $ , , . ... die Coordinaten der 
n Puncto, f 4 , 5> : , r,* Ihre nach den Coordinaten -Achsen zerlegten 
und respeetire mit ihrer Masse multfplicirten Geschwindigkeiten, so'kan 
man die DifferenziaJgleichungen der Bewegung: 

m^c^SJL m^aH 

durch die Proportion darstellen: ' 

t , i . t , ar/ at/ atr i i - 

WO von den Grüfoen fh , .... p», je drei, die sich auf Coordinaten ei- 
nes Punetes beziehn, der Masse dieses Punctes gleich zu setzen sind 
Diese Proportion vertritt die Stell« von 6 n — 1 Gleichungen j die Zahl die- 
•er Gleichungen, so wie der Variabein , kann aber noch um eine verrin- 

der lebendigen Kraft: ^ 

eine der Variabein eliminirt* Hat man diese Gleichungen zuständig in« 
tegrirt, und dadurch alle Gn Variabein c„ 

durch eine von ihnen, z. B. 7l ausgedruckt, so erhalt man schließlich die 
Zeit durch eine Quadratur, vermittelst der Gleichungen: , 

' . «-»3«. 
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Vm die von HftmiltHH angegebene Function V zu finden, braucht 
diese Quadratur nicht auszuführen, sondern erhält hm» ohne / zu 
unmittelbar durch eine Quadratur, wenn man die (>n Variabein 9 i t 
• •• •*■» 9 \t fa> •••• 9ii durch eine von ihnen ausgedrückt hat« J 
nümEoh die Function 



aus welchem Auadreck / ganz herausgegangen ist. Wenn 9 ' den Werth 
von 9t für /«=0 bedeutet, so data 

so hat man das Integral für ebenfnlhi ao zu nehmen, dnfs es für Oj — 9l 
verschwindet. 

Das für / angegebene Integral ist das partielle Differential des für 
V gefundenen, nach h genommen, wie sich aus der Gleichung: 

ergiebt. Durch solche partielle Differentiation eines Integrals nach einer 
Coostante kommt man in der Regel wieder *uf ein neues Integral. Es 
gtebt aber einen sehr beroerkenswerthen Fall, welcher mich unter 
der Fall des Weltsystems ist, in welchem beide Integrale / und V 
teibar auf einander zurückgeführt werden können. Dies ist der Fall, 
die Krtiftefunciion eine homogene Function der Coordtnaten ist. 

Es sei die Kruftefunetion V eine Function der 3 a 
*h Tu *i von der Dimension e , ao hat man bekanntlich; 

linker Hond wird eü »oUiKüudigM Differential, weou man 



*" n% l4t '4t T dt 'dt T dt '7i\ ^ 
addirt. Man erh.ilt dann durch Integration von t = Q bis tot: 

. / o 
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Ei kl aber anderseits: 

welches die Gleichung ist, vermittelst welcher die Functionen V und i 
auf einander zurückgeführt werden. Man kann aus dieser Formel, da 
der Tbeil Unker Hand ein vollständiges Differential ist, auch noch das 

fVit 

man 

R m h* es 

und nennt /f„, die Anfangs werthe von />', /»", so kann man die vor- 
Gleichung auch so schreiben: 

n teerat ton t 

R'-nv-K.t mm (2 + f)/ 'Vdt-ik.e. 

Für den Fall des Weltsystems ist die Krhftefuuction D von dar Dimen- 
sion »1, und daher « = — 1. Man hat daher für diesen Fall: 

R' — li^ «s. V+ Xht. 
Wenn die Krtiftcfuoction von der Dimension —2 ist, so kann man ver- 
mittelst der vorstehenden Formeln nicht mehr die Function V auf die 
Function t zurückfuhren, weil dann r=— 2, und daher der in V multi- 
plidrte Term verschwindet» In diesem besonderen Falle bat man aber 
zwei neue Integrale der Differentialgleichungen der Bewegung: 

Ä»_ÄJ = Ut 9 R-Rv-ITi Ä 2ht\ 
welche zwei willkührlicho (konstanten /?„, 7i'^ enthalten. Es ist die« der 
Fall, weuu das System materieller Puncto gegenseitigen Anziehungen un- 
terworfen ist, die sich wie die Kuben der Distanzen verhalten. 



.; 1 



Setzt man für t den Ausdruck 

r — bV 

hat man nach den obigen Formeln: 
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wo K eine von A unabbüogige Gröfse ist, Kennt man daher V für einen 
specieUen Werth von h, z.B. für A = 0, eo kann man f auch durch In« 
tegration nach A finden« Ist fcsa — 1, so wird die obige Formel: 



Es mufs hier R'—K durch die Anfangs« und Endwerthe der Coordma« 
ton und durch h ausgedruckt, und bei der Integration Mob k ab varia- 
bel gesetzt werden. 

Ich will bei dieser Gelegenheit noch folgende Bemerkungen hinzu« 
fügen« Man erhalt aus den obigen Formeln das zwetto DüTerentiale von 
R. nach der Zeit genommen, durch die Kraft efunetion ausgedruckt ver» 
mittelst der Gleichung t 

oder wenn f =5—1» «,.y\» • 

-»+**■ 

Nach einer bekannten, von Lagrange öfters angewandten algebraischen 
Umformung kann, wenn Jf die Summe der Massen, X, Y, Z die Cooc- 
dinaten des Sebwerpunetes bedeuten, oder 

MX es ZrrtiXi, MX «s Sm^,, MY s= 2/w,* t , 
die Grote MR folgendermaßen ausgedrückt worden, 

MR = + 
sSm.m» [(*, -*,)' + to-r,)' + - *?] + M(X? + r+&), 
oder, wenn r,,» die Distanz der Massen m k und m x bedeutet, 

MR = + ^ + 

wo man die Summe auf je zwei Puncto des Systems auszudehnen bat. 
Der Schwerem et eines System* Körper, welche nur ihren gegenseitigen 
Anziehungen unterworfen sind, bewegt sich gleichförmig in einer geraden 

Man erhalt daher für diesen Fe», wenn 

y = «•+«->+.<*, ^ 

rorailtflit der aogegebeM. Umformung von MB in Gleiobuag 



Digitized by Google 



8- C G. J. Jacohi, zw Theorie der partiellen DiffeientialgleicfiungeH. 121 



wo y die Geschwindigkeit des Scbwerpunctes bedeutet 9ub»liluirt man den 
für dos NewfomcUe Altraclionsgesetz Stalt findenden Ausdruck der Kräfte- 
funeiion U, wie wir ihn oben gegeben haben, so hal man : 

* m? ±---\ih-my 

oder, da nach dem Satze von der lebendigen Kraft: 

die Gleichung 

* — / i fo/' = + + *?) - < tf ? _ * ~t~t * 

Der Ausdruck 

ist gleich der Summe der Massen des Systems respeclive multiphcirl in 
das Quadrat ihrer Distanz von seinem Scbwerpunct. Man beweist dies aus 
der vorstehenden Gleichung, indem man den Anfangspuncl der Coordinaten 
im Schwerpnnct annimmt, wodurch X=Y=Z = 0. Eben so beweist 
man, dafs 

die relative lebendige Kraft am den Schwerpunct ist, d. i. die 
Summe der Masse des Systems, respeclive multiplicirt in das Quadrat ihrer 
Geschwindigkeit um seinen Schwerpnnct. Wenn das System stabil ist, so 
darf der Ausdruck: 

2m l m k r 7 li) 

während / ins Unendliche wachst, weder unendlich noch 0 werden; woraus 
leicht folgt, dafc sein zweites Differential von keiner Zeil an immer dasselbe 
Zeiche» behalten darf. Die beiden Gleichungen: 

i — - + 2A - M ? - (*?+ rf+ •?) - *f- *Tr 

mal r l( | »,i 

lehren also, dafs, wenn die Bewegung um den Schwerpunct des Systems 
stabil sein soll, 1) die Oonstante 2h -Mf negativ sein mufs, 
d. b. weil 

2h - Mf = 2m(*?+ vH *?) - Mf-%J&Z* 9 

dafs die relative lebendige Kraft um den Schwerpunct im- 
mer kleiner bleiben mufs, als die doppelte Kräf tefunetion; 

Cr«lle-» JoufMl 4. M. Bd. XVII. Hft«. 16 
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2) dafs die relative lebendige Kraft am den Scbwerpnnct ab- 
wechselnd immer gröfser und kleiner werden mofs, als die 
Kräftefunclion; dafs die Kräftefunclion sowohl ols die relative 
lebendige Kraft abwechselnd gröfser und kleiner werden mnfs 
als die Constante Mf — 2h. 

Wenn man die lebendige Kraft und die Kräftefunclion in Reihen nach 
den Cosinus und Sinus von der Zeit proportionalen Winkeln entwickelt, so 
mofs, wenn das System stabil sein soll, die Constante M; - 2/t der wahre 
constante Term in beiden Reihen sein. Denn ein von diesem verschiedener 
Werth des constanten Termes würde in dem Ausdruck von 

Terme erzeugen, die in das Quadrat der Zeit multipiieirt sind, und daher mit 
der Zeil in's Unendliche wachsen. 

7. 

Um das Vorhergebende an einem Beispiel zu erläutern, will ich die 
Function V für einen einfachen und vielbehandellen Fall, die elliptische Be- 
wegung eines Planeten angeben. Da man nach dem sogenannten Lambert- 
sehen Theorem den Ausdruck der Zwischenzeit t durch die Anfangs- und 
Endwerlhe der Coordinalen kennt, so kann man dem vorigen §. zufolge 
auch den Ausdruck für V sogleich ohne oine neue Integralion daraus finden. 

dr r, 

Es sei r der radius verlor, r'—^j, E die excentrische Anomalie, r 0 , r' 0 , 

hl die Anfangswerlhe von r, r', IC; es sei ferner k 1 die anziehende Kraft 
für die Raumeinheil, e die Excenlricität, a die halbe grofse Axe. Setzt man 
mit Gau/s (Theoria motua pag. 120) 

und führt einen neuen Hülfswinkel h vermittelst der Gleichung 

ecos6' = cosä 

ein; setzt man ferner: 

h J rf = f > * — 9 = «'> 
so wird der Ausdruck der Zwischenzeit: 

A/ = «-sinf-(£'-sina'). 

Der Satz von der lebendigen Kraft giebt: 
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■o dab die obige Gonttante h hier ^ und £ die Kräftefunotion ü ist 



Setzt man daher in der hn vorigen 5. gefundenen Formel 

Ä'_Ä'. mm r+Ut, 

für Ä, h ihre Warthe, 

Ä = r 3 , üai^, 



Ich habe hier in den AusdrSoken Ton F 9 R, h die Hatte des bewegten 
Planeten, die eigentlich als Factor diese G ruhen offioirt, da lie aus der 



Die bekannten Formeln der elliptischen Bewegung geben, 

rr* « kfa,et\n£ t 



rr *—r t r' m s= kfa.e(rinE~ ainE«) 
ss Rkfo.eüng OOsG es 2k fa . sing- 00« A = A /%i(emf — sint')< 
Benutzt man diesen Ausdruck und den Lttmber Ischen Ausdruck der Zeit t, 
so erhält man für V eben ganz ähnlichen Ausdruck, wie für f, 

f = *»Tfl[e-|-8in e ~ (f'+suif')!» 

aioh von dem Ausdrucke von nur in dem Zeichen der Sinus 

Nennt man g die Sehne der Bahn, welche den Anfangs, 
und Endpunot verbindet, so hat man nach den von Qevf* am 
ten Orte gegebenen Formeln: 

ain'fs'ssd^zi, 

wo 

Vermittelst dieser Formeln wird so wie t, durch die 
Anfangspunctes und Endpiuictes und die grobe Achse ausgedruckt. Der 
hier gegebene Ausdruck von V kommt mit demjeaigen üborein, welchen 
Hamilton auf andern Wege gefunden hat. 

Wenn man in den angegebenen Ausdruck von V alle Gräften au- 
fser k und 0 varürt, so erhält man 

$F mm 2kfa[cos l $tM-cQ?ie'.te t ). 

16* 
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Es »t aber 

Bemerkt man daher die Gleichung: 

ootangi«— ootangif = _ 

ootangit+ootangi«' « ^rj^ß « gflnCj?» 
so erhalt man 

Fnr den Nenner kann man In diesem Ausdruck infolge der obigen Formeln 

Filart man in diese Formel den von beiden rudü vtctores r und r„ gebil- 
deten Winkel ein, den wir mit 2/ nennen wollen, so hat man: 

r'+^-e' = 2rr 0 oot2/, 

und daher 

2/aeM*sin§£' ~ ^/(rr,)» 
Hiernach erhalten wir für die Variation ron V den Ausdruck: 

tss/r^rj 

in welcher Formel man auch einen der Winkel & durch den andern 
vermittelst der Gleichung 

0 sa 2asin£ > sin£ 9 
weloho sloh aus den obigen Formeln leicht ableitet, ersetzen kann« 

Der vorstehende Ausdruck der Variation von V ergiebt sogleich 
die Warthe der nach den Coordtnaten -Achsen zerlegten Geschwindigkei- 
ten des Anfangs- und Endpunotes. Man erhalt nümlioh, wenn man p, 
r, r 0 durch die Coordinaten ausdruckt, 



z' 



cfT em/\T^, 



Digitized by Google 



& C. O. J. Jaeohi t utr Thtorit der partiellen Diffruntiakleichimgen. 125 

< - - IS Ä s^gl^*^ 

Nennt man 6 die halbe Meine Ach», und bemerkt die von Gaufs 
ehenTallfi gegebene Glan img^ ^ ^/^^ 

und setzt den halben Parameter ^ so leitet man aus diesen For- 
meln «neh noch leicht die folgenden ab» 

— Wf+S )• 

r*-/. — ^(f +*). 

^17+7-)' 

woraus nach einigen ReduoHonen: 

welche Formeln ich ihrer Kiuachheit wegen ImuwgeJiigt habe. Ich be- 
merke noch, Aus dieGrö&en f + f + £, ~ gleich sind der 
Gröbe 2©os/ mnltipUcirt in die Cosinusse der Winkel, welche die den 
Winkel der radii vectores halbirendn Linie mit den Coordtnaten- Ach- 
sen bildet. 

Den für V gefundenen Ausdniok kann man vermittelst der Gleiohung 

BV BV 2a* vV 

prüfen. Nimmt man die portiellen Differentialen naoh a, so erhalt man 
aus dem Ausdrucke 

V es* *iT«[«+sine--(«' + »inO] 

die Gleiohung: 

Ans den Gleichungen 
folgt aber; 
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wodurch die vorige Gloichung »ich in folgende verwandelt: 
j£ ss ^ (sine- sin O + ^ « 57- [f-f'— (A«-*^] = 



Die partielle Differentialgleichung, auf deren vollständige Integra- 
tion die Bewegung eines sich gegenseiüg anziehenden und von festen Pnra> 
ten angezogenen Systeme« Puncto zurückgeführt werden kann, war 

Für unser □ Fall folgt hieraus die partielle Differentialgleichung, auf deren 
vollständige Integration die Bewegung einea Planeten ran die Sonne zu- 
rückkommt : 

* [(£)■+ (§fr+(£n= «w^-a = 

Ich wUl jetzt «eigen, dafs der für V angegebene Ausdruck in der That 
dieser partielleo Differentialgleichung Genüge leistet. 

BF BP BV 

Benutzt man nämlich die oben für jj^j |rj- gefundenen Wer- 
the, and bemerkt die Gleiohungen: 

*(x— a\,).f y(y— yo)+ <*— — r'—rr, oo«2/, sin^ sin^ = 
so erhält man 

Es ist eher 

ain l Ä + sinV «= 2 [stf | ooa* £ + «n* £ ow' 

«1 2 [sm*£+tm*~]-4»m'£ tJii»| # 

oder nach den oben angegebnen Formeln: 

r-fTo coa*/.rr a 



aui^+sinV = 



und daher 

0 (sin 9 Ä + sin' f) — (r— r 0 oos2 $) es r 0 00s 5 / [2 — -£■] , 
wodurch man erhält: 
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wie verlangt wurde. Gleichzeitig sehn wir auf diese Weise, dafs die für 
•r', y'j »' gegebenen Werthe der Gleichnng für die lebendige Kraft genügen. 

Für die parabolische Bewegung verschwindet die Constante, die im 
Satze von der Erhallung der lebendigen Kraft zur Kräftefunction hinzu- 
kommt, oder es wird m = cc. Die Winkel e, h, g werden unendlich 

klein, von der Ordnung ~ Man erhöh daher für diesen Fell aus den 
obigen Formeln: 



> V[«-sinf] = i.va J -t 1 = [r+r„+ e ]», 
itefV - sin«'] = WS.*'* = [r-f r„4 (>]*, 
wodurch die für V und * angegebenen Ausdrücke folgende Form 

V = 2 k [y\r + r. + p) - >/(r + r„ - •)] , 

welches letztere der bekannte Ausdruck der Zeil in der parabolischen Be- 
wegung eines Kometen ist. Setzt man der Kürze halber: 

i | i * i !_ __«, 

so erbfilt man hieraus: 

Hamilton giebt den Ausdrücken von f und F noch eine besondere Form, 
welche ich ebenfalls hersetzen will. Da nfimlicb t' aus « erhalten wird, 
wenn ich — p statt o schreibe , so kann ich den Werth von V so aus- 
drücken : 

V = * (i j cos «) "l^" 3 e, 

indem ich a, r, r 0 als conslant und nur i> während der Integration als ver- 
änderlich annehme. Da aber 

so wird 

siniecos^-^ = ^, 
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und daher 

1 1 4- cos e) 2- = cos* I « 3- = ä — s~r~ =3-V — I i ■ » • 

Hieraus folgt: 

. 2a 9 BV i /^fr 1 11-* fl 

welches die von Hamilton gegebenen Ausdrücke sind. Selzl man in ihnen 
(i=:oo oder negativ, so erhalt man die Formeln für die parabolische oder 
hyperbolische Bewegung. 

8. 

Nachdem wir im Vorigen gesehn haben, dafs für den Fall der Be- 
wegung eines freien Syslemes von n materiellen Puncten, auf welche nur 
innere Anziehung»- oder Abslofsungskrafte wirken, das System von 3ft ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung durch eine einzige par- 
tielle Differentialgleichung vollkommen ersetzt wird, von welcher man nur 
irgend eine vollständige Lösung zu kennen braucht, so fragt sich, welche 
Mittel die heutige Analysis zur Auffindung einer solchen Lösung besitzt, 
und ob durch solche Zurückführung nach den bisherigen Kenntnissen etwas 
gewonnen ist. 

So viel mir bekannt ist, ist alles wesentliche, was man Ober die 
Integration der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung weifs. in 
demjenigen enthalten, was Lagrange darüber in seinen Vorlesungen über 
die Funclionenrechnung sagt, und in einer Abhandlung von Pfaff in den 
Abhandlungen der Berliner Akademie der Wissenschaften vom J. 1814. 
Lagrange beschrankt seine Untersuchungen auf die partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung z viseben drei Variabein, von denen eine als 
Function der beiden andern, welche als unabhängig betrachtet werden, zu 
bestimmen ist. Die Pfajßcbe Methode, welche sich auf die partiellen Dif- 
ferentialgleichungen erster Ordnung zwischen jeder beliebigen Anzahl Va- 
riabein erstreckt, habe ich im 2len Bande dieses Journals auf ßine etwas 
mehr symmetrische und ubersichtliche Art darzustellen gesucht ohne je- 
doch zu derselben etwas wesentlich neues hinzuzufügen. Pf 'äff' verlaTsl in 
der angeführten Abhandlung den von Lagrange eingeschlagenen Weg, des- 
sen Verfolgung für. mehr als drei Variabeln seiner Meinung nach unüber- 
steiglichen Hindernissen unterliegt Er betrachtet die Aufgabe unter einem 
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ganr neuen Gesiohbnunot aU einen besondera FaTl einer viel allgemeinern, 
deren vollständige Losung ihm gelingt Es »ei niimBch x eine Function* 
der n VarLLela x lt x„ . . . . x m9 und p t , p lt . . . . p m ihre Ba oh diesen 
Variabel a genommenen partiellen Diforentialquotienten, an ist «ine Glei- 

<P (x, x it Mi, * Pi$ P*f " pj 



t wischen n + l Variabein. Denkt man sioh vermittelst dieser Glei- 
/»» «b Function der übrigen 2n Grüften x, an» x, » • * • » x Hf p l9 
Pit • • • • bestimmt, so kommt es darauf an, die zwischen diesen 2 n Grö- 
ben Statt habende Gleichung 

dx as pi zx.-f-p, dx, . . . . -f. dx^ +p m dx H 
ein System roa n Gleichungen an integriren. Ist namlioh x eine 

von *i, a?j *„ so sind auch seine nach diesen Grüben ge- 

M partiellen Differentialquotienten p l9 /»,, .... ^ Functionen der- 
selben, oder ea giebt zwischen den 2n + l Gröben x, x lt x tT . . .. x n9 
Ptt Ptt •••• p n eine Anzahl tob n+l 1 Gleichungen, von denen eine ßssO 



en ist, so dab abo, wann vermittelst dieser letztern Gleichung p 
die übrigen Groben ausgedrückt wird, noch n Gleiohunaen z wisch. 



durah die übri| 

den 2« GrOben x, x ( , x, x,, p i9 p u p^ zu "finden sind, 

welche der vorstehenden Differentialgleichung Genüge leisten müssen. Pf off 
betrachtet die allgemeinste Form einer gewöhnlichen linearen Differential- 
gleichung erster Ordnung zwischen 2/t Variabein x, x l9 x„ .... x,,^, 

0 sc X dx + X ; d x t + . . . . -f. X^ dx^ , 
in welcher X f X t ^f .,_i beliebige Functionen dieser 2n Variabel n 
sind. Diese educirt sich, auf die vorige für den speciellen Fall, wo 

■* .... = = 0, 

wenn man überdies statt — ^, — j£% .... — dieGröbei n„ . .. 

p n schreibt, von denen man />,, />„ .... s^ nebst x„ x„ .... x„._, 
ab die unabhängigen Variabeia betrachtet, und ^ als eine gegebene Func- 
tion derselben, so dab abo die Coefficienten />,. a, n_. zu efoieber 



so dab abo die Coefficienten p tt p it .... zu gleicher 
Zeit die Stelle der n-t unabhängigen Variabehl x^, x.», .... *^ 
vertreten. Pfaff stellt sich zunächst die Aufgabe, die 2n Variabein durch 



derselben,, z. B. x w und du roh 2n — 1 andere o 2 , .... 
auszu-lrücken, so dab, wenn man die gegebene Differentialgleichung 

CHiü t Jonnut 4. M. D.I. XV«. Hft.» 17 
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LVfcprt» (E.) *&kr ne ***** mm. w 4ammmmm (Ii*) mt 
(76.): roth, per sa oombinatsoD arcc oet <fernie«a,*oa «n tfce d'aatre rtf» 
saltats rcmarquableB per knr ahnpfaMte. x$nom dabei* mwm ragaatfon 

P = fl- 2c/ ? = a; onmn 

et ea faisaat ici res2e, II viendra 

La m&&e oquatioa (jg.), en y faisant paq^=a t r»a*-o donoe 

De la et do requotfon prec&Jente on coadud, gue . 

.80. = 

La foaotion (1^) a la proprio de dWria meine J» y changeant 

c ea ■§/» — Oi partant on a 

Dono ea ßimioant (^~) eafre oet denx dernierea e</uationa, 3 viendra 

c or,% ä-d!rü leqttaüon trouyee per Legenärc en 1794. Elle donne paar 
la rdduetion des auxüiaires J„ J x etc. les memos fanariea (tf'".) quo 
noiu avons trouveea antremeat Jana Je f. 20. 

En rapprochaat de i equatioa (80.), Feqiatioa (71.) et l'equatfoa 
</?'.) trouve* an »■■»■»■ft i t du §. IVon en nrc Ja ooeeequenoe, «joe 

83 ' 7 0 i^P) 885 w Ty o j^iqFi=5 tf< *"- 

A. Taide de le*guation (70.), on peut trouver nae equalion analogue rela- 
tive au cas de a>\n 
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* ooxmne m-S4^ Ä ^» 011 8 



(I) « r*.arU - 2 1 - ./ 7^3—^ - /2/ 0 e^?*« 

ebangement de * en *' fl vieadra 

m poaast *=eeos(p, on anra 

•aant i t et i« Q est Cacile d'ovoir A 2 . 
En 1« deux equatione 

^ - 2*^.ato3«.^2.3-"*8bw, 
,42 es jdE.2^.3r*.einw.Bin3a>; 
fr 0 *' 00 ** JL mm Jk.*.9-*f{+t*h 



on 



et an tnhetitaent poar ee valeur , 

es 3-*/-(sino.).^(«nl5«0. 



De aalte xflaniere, lo cas de n = 12 est compietement r6»ohi. 

J ai dejä donne* Texemple d'one r&luoft» de ee genre dan. te o* 

|e Tab d'abord conaiderer le 0» de n - 15. 



®a.4>* (B-4ii <j>-t 

Gate poaa la formale (O".) donno 

44..»m2ü).tin3u> - 3*dn(f +«)tfa(T+ w ) 
En ft*t« ,«.1, b tarn* <ßv) trowfc dan. le 5. 15. doooe dans le 



don oa Iba p* hM^Bmm to tNMeme das formale* ( «•) 
4444#BÄ».iin3».iin*ttf.«in 5w 
s= &J t J b J $ J t 1mlu aln7ö).8inl0w.Binl3w. 
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• > 

XrfTV« • fei?** +(o,2n-iy*^, 

;M*= (2,0>rf* + • + ....+(2,2/i-.i)tfaw,, 

X^dPi mm (2n— l,0)rfjp + (2/i— l,l)rfx 1 + • 

Au* diesen Gleichungen findet man die Verhältnisse von dx lt dx ti . . ■ 
.... dx 7n -!. Es sind in ihnen die Verticalreihen und Horizontalreiben der 
Coeffiaeotea reapeetiTe einander gleich, aber entgegengesetzt, da 

(o, ß) mm - («, ß), 

nach welcher Regel auch die Tenne in der Diagonale alle verschwinden, da 

(0,0) am 0; 

ganz wie ea der Fall auch in den linearen Gleichungen ist, auf welche 
Lagrange und Poisson in ihren Arbeiten über die Variation der Conaaan- 
ten in den Problenaen der Mechanik gekommen sind. Ich habe in die- 
sem Journal am angeführten Orte einige Betrachtungen über diese Art 
linearer Gleichungen angestellt, welche sieh immer mit grober Leichtig- 
keit auflösen lassen. 

> 

Wenn man für avn, av^ > •••• x u~i reüpective p n p 2i • • • P*-i 
schreibt, und 

X l = Pi t X t ^p if .... X^ = /V-i > X n =zp r , 

Xas—-l, X,,^ =a= X M+2 . . . . = A" 2 ,_! — Ii 

•etzt, so verwandelt sich das aufgestellte System Differentialgleichung u In 
folgendes: 

p t dNm* dp. 
p m .,dN^ tp^—f*^**; 
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<>--<*.-£-*».. 

Aua diesen Gleiohuageu erhüll man, wenn man für dN vermittelst der 

Tri en überall dx. einführt, und m der (n+l)tea d», d*_, 

d A , .... d/v., vermittelst der übrigen Gleichungen eUminitll 



äx. 



d, - rWjfEj*«.. 



Wci die gegebene partielle Differentialgleichung 

PC*,*.,....*,,, p l9 ....pj « 0 

ist, so werden 

e<p Bf 

dp* t s chxi dp. t IFpi 

5p. 2p* 

Die vorstehenden Gleichungen verwandeln eich daher, wenn man der 
Symmetrie wegen ein neues Differentiale dt einführt, in folgende: 
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Qu F!«*a, KT Itt expreu d* f% dt WalUä tt sw 



<*/), ona 

„. A.A. »So8«.»ia9«# A t A % 85n4ft>.riB3 m 
Mais od vfeot de trouver 

^ es 2*^*ain3u; 

partant, ooos avons 



rfcomme oos2u, «cos^^^, on pect «riro 

U Connule (ß".), troav^> dam le | -5.» donhe 

i)ooc Ol ocrivant au Ben de a?, oo aura 

Actueuaineot, d Ion «t W, •»«(i+iT 4 * et ai, apr* lü 
box., on wnplace * par m % on anra: 

Cela posc, bJ ton fait x«= /3 .ootj (pj loi timites do rintfgration par rap- 
port a <p Äant (p — ff et <P = 0, on obtieodra 

Mais 5b^=sinM5°t dono, oonlbmomant a la notatian da L*f**dr* 9 

an 2*r3-*.ataw.F'(Aii5 < % 

Las mfaai formales (//.) donneut 

A.A+A, !io6to.eio7w.«io8ft» — A t A^A t tmt* 

Mail on a trouve plus haut 



Digitized by Google 



9. PI*»+mm+mv~.*ni,W<JH, *«rfl^A*»ta/V«*<l^£ 



/t\ ^ A M A,A A ..,;A^ 
\2/ ^t4,^, ....-i 1I «». , «ta».ai.2«,...«i(ii-.ö)» 
st» jfe^fej ** (frt — 4)<o.sin(rt — 

afe*.sia2ft> 

. A t A % Fiii4«j.«io3# 

II soft de tt et de 1* formale (G.), q 

« 



d?oÄ J*oo tire 

Mak ob a trourö plus baut <jue, 



4+4 



^ 3 ^i, oiu 3 u — v m ' ? A i ^_ i A i , 
Oo a dono oea deus formales g4n£reles: 

Lea formales (H'.) doanent da memei 

(£>A Ä ^ 4L ♦ £ A^f »In 4 . du 5 # . . . . ab (fn — 1 ) M 

^ A^A^A^ *(j ß -Qp.+(i 9r: **.*fa-t) t 

A X A Z Ein«.riii2w.wi3.v 
^ ffi»^^^>.^^ " cbi3*m.ciw2«>.c<»» 

alä 2». «in 3«' 

(3 \ A t A A A s ...,A^4 rin4m.&ia5» ....Bin(w — 4)a » 
3/ A x A % A l ....A Kr -i' sin e». «va 2« .... wo(n — 7)» 

A»-* A*~* A*^ «S»(w~C)«.rfQ(i,~6)».Ai(n-rMf» 

0 . • '«-.iV^a» * 

as -^i S<iflir.ifai5t».tb4« 

/*, ^ * «i» ; v . *U»2« , «p3p . * 

Ceia poa£ l'equeüon (6.) dorn* 

A i J t A i sin 6 w. sin 5 Wißin 4oj «= 
d'oü I on tire »r 



^ s ^«^,rä5a».wn3w.Bin« ■* 2' 
Mala« IM Ration» <#".) donnei 

A^A^ m 2 1+ ^^w«.iki3u»; 
Mmi iftBiXm Bt.2. 25 
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stcns für den Fall von mehr ab drei Var abeln 
gration dieser partiellen Differentialgleichung wieder auf die Lafrgrt ?too 
der Differentialgleichungen der Bewegung zuräckzufnareo. Ja aa iat die 
voJlstttndige Integration der DifFerentialgleiehnngen der Bewegung n ch 
der von mir auseinandergelegten Vfaff '«oben Theorie nur ein erater Sohra 
cor Integration der partiellen Differentialgleichung; indem zufolge diese/ 
Theorie nachher noch eine Reihenfolge von Systemen gewöhnlicher Diffe- 
rentialgleichungen au bilden und jedes vollständig zu ürtagrireo ist. Man 

sagen, dafs es eine wichtige Bemerkung 



Hamilton* ist, dais die Integration der von ihm aufgestellten partiellen 
ebungen nur auf die vollständige Integration der Differen- 



Differentialgleichuugen nur auf die vollständige Integration 
tialgleichungen der Bewegung zurückkommt, und es keiner wettern Inte- 
gration von Systemen gewöhnlicher Differentialgleichungen dazu bedarf. 

Diese Bemerkung Hamilton'* gewinnt nooh dadurch an Wichtig- 
keit, dais sie sich mit Leichtigkeit auf alle partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung ausdehnen lädt. In der That wird 
man, wenn man die Hamilton'soho Methode befolgt, wie ich im Folgen- 
den aeigen will, zu dem allgemeinen Resultate gelangen, dais zur Integra- 
tion irgend einer partiellen Differentialgleichung awisohen irgend einer Zahl 
Variabein die vollständige Integration des von Pfaf aufgestellten ersten 
Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen vollkommen hinreicht; und 
man nicht, wie die Methode dieses Analysten fordert, nachher nooh eine 
Reihenfolge anderer Systeme von gewöhnlichen DiSerentialgleichungen nach 
einander vollständig zu integriren bat. Diese Verallgemeinerung findet sich 
bereits far den Fall, wo die gesuchte Function selber in der partiellen 
Differentialgleichung nicht vorkommt, in einigen merkwürdigen Formeln 
Hamiltons, wenn man nur die in diesen Formeln vorkommenden Zei- 
chen nicht, wie Hamilton tbut, auf die Bedeutung, welche sie in der 



9. 

*W*s,9 • • . *?„ die unabhängigen Variabel n, x 
ihre nach diesen Variabein genommenen par« 



dx ^ dx 9* 
^ Pit 7*7 " m 
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und 

...,X 9 j p l} p tf . *..p„) 5= h t 

wo ä eine Constante ist, die gegebene partielle Differentialgleichung enter 
Ordnung. Um die Integration dieser Gleichung zu bewerkstelligen, stellt 
Pfaff zuerst zwischen den 2n + 1 Variabein x, x t , x 2 , .... x„ p l% ... 
.../>„ folgendes System von 2n gewöhnlichen Differentialgleichungen er- 
ster Ordnung auf: 

wo der Karze halber: 

gesetzt ist. Ans diesen Gleichungen folgt identisch: 

woraus durch Integration <P — A, so daß» ein Integral dieser Gleichungen 
die gegebene Gleichung selber ist. Sind die 2/i=t anderen Integrale 

•^l— a lf w*, — Oj , .... 1 BfeB Oja«! , 

wo dt, ajj .... (tu^ wfllkiihrliche Constanten sind, welche in den Func- 
tionen , | • • « « -^ Jn - 1 selber nicht mehr vorkommen, so zeigt Pf "off \ 
da& das vollständige Integral der vorgelegten partiellen Differentialgleichung 
dargestellt wird durch ein System von n Gleichungen zwischen den Func- 
tionen J lt J i9 .... mit n wiUkührlichen Constanten, vermittelst 
welcher man, mit Hinzuziehung der gegebenen Gleichung <P=A, die ge- 
suchte Function x nebtt ihren partiellen Differentialquotienten p t , /», , . . . . p m 
durch x it x 7 , x m ausdrücken kann. Diese n Gleichungen sind so zu 
bestimmen, da£s sie mit Hülfe der gegebenen Gleichung 0 = A der einen 
Differentialgleichung 

dz = Pidx^fr dx t .... + Pm dx M 
Genüge leisten, welche in dem aufgestellten Systeme gewöhnlicher Diffe- 
rentialgleichungen mit enthalten ist. Zu diesem Ende drückt Pfaff ver- 

Crtile's Journal d. M. Bd. XYIL HA- 2. 18 
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mittelst der Gleichungen 

0 = h t A y = a, , ^ 2 — O } 9 . • . . -^2m—i BBS c^_i 
die Gräften x A , x» , . x, , p%t p*t p* durch x, jf,, , .... -4,^1 
aus, und zeigt, dafß wenn man diese Ausdrucke in die Differentialgleichung: 

rfx = p l dx l +p t dx t ....+p m dx n 
subfitituirt, diese sich io eine andere 

0 « B l dJ t + B 3 dJ i ....+B^ l dJ*_ t 
verwandelt, in welcher B if B,, .... B a ._, blofs Functionen von J t , 
J tt .... J M aind. Um diese durch ein Sjstem von « Gleichungen mit 
n wiUkührliohen Constanten zu integriren, roufs er nach einander n — 1 
verschiedene Systeme gewöhnlichen Diiferectiafgieiohuogeu, respective zwi- 
schen 2/1 — 2, 2n — 4> .... und 2 Variabel n vollständig integriren. Die 
Ifatntftonsche Methode, in der Allgemeinheit, deren sie fähig ist, aufgefaßt, 
lehrt nun, dafe diese Gleichung 

0 = B j d A | -4- Bj d A^ .... -J- B^_y d jt iammi 
gar keine weitere Aufstellung von Differentialgleichungen und Integration 
derselben erfordert, sondern giebt unmittelbar die gesuchten n Gleichun- 
chungen mit n will kührlichen Constanten, welche ihr Geniige thun. Man 
setze nämlich in den Gleichungen 

für x, x„ x,, .... x n , p lt p t , .... p a die Werthe 

x = 0, x, = x° , x a = x°, .... x„ = x° , 

Px~P\> Pi~Pl> •••• P* = plt 
so kann man vermittel st dieser 2 * — 1 Gleichungen die Grü- 
ften x\ y x*, .... x*p p* , n*, ... . p\ durch a lr ttj , .... aus- 
drucken. Es seien die für x*, x*, .... xj gefundenen Werth e; 

x \ = H (ttj, Oi , . . . . 0*t_|)t 
x t = Uj (flCi, Ot, . . . . a~_i), 

x* es n„ («!, Ctj, . . . . 03,^1), 
so sind die Gleichungen 

X* SS Oi (A L , Ai f , . . . Ain-^ö ) 

x* ss n, ^„*. . . . ^v>~t)t 

*n = n«(^|,^j,....-^w»i), 

welche man aus den vorstehenden erhalt, indem man statt a„ 
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«,,.... owi respective 4, .... setrt, die gesuchten 
n Gleich ungön zwischen den Gröfsea J t , J t9 . . » . ^ 2Ä _, mit 
/i willkuhrliehen Constanten x», .... xj, welche mit der 
gegebenen Gleichung $ = h verbunden, der Differential- 
gleichung 

dx = p l dx l + p t dx t ....+p m dx m 
oder ihrer transformirten 

GenSge leisten, oder es enthält das Sjstem dieser Gleiohun- 
gen die vollständige Lösung der vorgelegten partiellen Dif- 
ferentialgleichung. Der Beweis hiervon ist folgender. 

Termittelst der Gleichungen 

(J) = A , u4 l = a l , u#t = Ot t .... «4u~i == a iM-i 

drucke man »„ .... *«» J>t> .... durcn * md **> •«» ••' 
a, j ans, und substituire diese Wert ho in die Gleichungen: 

✓ ...... 

welche dadurch identisch werden müssen, eben so wie die aus ihnen fol- 



Nimmt man von dieser letzten das partielle Differentiale nach einer der 
^ülkührlichen Constanten o, so erhält man, wenn man mit P multiplicirt 
und zugleich die übrigen Gleichungen benutzt: 

Nimmt man auch das partielle Differentiale nach a von der Gleichung 

$ SB kf 

so erhalt man ^ 
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0 ss= dpt i djP dp* \ &9 dp* 
dp x ' da ' dp,' ~do "*'T ^J" 

5^1 • T 55 • -^r • • • • T j£ m • » 
oder, wenn man die gegebenen Differentialgleichungen zu Hälfe ruft, 

Dieses In die obige Gleichung substrtuirt, giebt 

° ^ [p ' l?+ '-f-- h "^ 1 +||[„^+^..-f,.^] > 

woraus durch Integration naoh ar, von <r = 0 an genommen, 

P' -Ja- + * — •+/»» ä7 ™ M (*« W 3« Pn TZ! 9 
wenn der Kurze halber 

gesetzt wird, wo « die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet. 

Betrachtet man die G röfsen a x , et, , .... o^., ebenfalls als ver- 
, an der lieb, wie sie durch die Gleichungen 

bestimmt werden, so hat man 

äx— Oirf x t + p 2 d x t , . . . -f- />. <f d?,) 

— * r L 1 -^ P"7^1 

wenn man dem l unter dem Summenzeichen die Werth e 1, 2, .... 2/i— 1 
giebt. Diese Gleichung verwandelt sieb, da 

und für jedes i% 
m folgende: 
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dx — [pidXt -\- p 2 dr t . , . » -f- p H dx m ] es 



oder da 
in die 



dx—(p 1 dx t -f » , d x x . . . . + fcrfxj 

Ans dieser identischen Gleichung folgt, dais die Gleichaug: 

dx—fadxt + p\dx t . \- p m dx£ = 0, 

in folgende transformirt werden kann: 

= o, 

welche erfüllt wird, wenn man die Gräften **, a£, • . . . ar" willk&br- 
lichen Constanten gleich setzt, was der an beweisende Satz war. 

Die hier angewendete Analjsis ist genau dieselbe mit derjenigen, 
wodurch Pfa/f in der angeführten Abhandlung beweist, dais die Verhält- 
nisse der 2ä— 1 Grö&en 

dx t i dx x , dx„ 

von x unahhSngig sind. Aber er hat nicht die Bemerkung hinzugefügt, 
dais ans diesem Grunde diese Grölsen den Gröben 

• dx? , - 8x1 . . dx° 



proportional gesetzt werden können, wodurch man die transformirte Dif- 



ferentialgleichung selber findet, und unmittelbar die n Gleichungen erhält, 
durch welche sie erfüllt wird. Ich bemerke noch, dafc wenn der im Vo- 
rigen dem x gegebene besondere Werth x = 0 Unbequemlichkeiten ver- 
ursacht, man dafür jeden andern Zahlenwerth setzen kann. 
Wenn man vermittelst der Gleichungen 

(?) z= hf A x = £&| | A ; — Oj , .... Am _ t SS &ln- 1 

die Gröfeen x k , x if x n , p tf *»•*•• n„ duroh x und a 4 , n,, ... 
. . . a„_, ausdrückt, so enthalten diese Auadrucke auch h. Diffiewmtiirt 
man die Gleichungen: 

< _ „ dx t | , 

<p = A 

nach Ä, so erholt man, da vermittelst der aufgestellten Differentialglet- 
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+ p L* + *3a7*I ■ - ' + *3CT»J 

j 5 SP 9pi i ££a i 3y dp» 
folgt: 

0= 1 + - 1 ih ß 1 

Moldplicirt man diese Gleichung mit , und mtegrirt von x =0 bis 
«Bf, so erbalt man: 

Betrachtet man A auch als veränderlich, so muh zu dem oben gefunde- 
nen Ausdruck ron dx 9 

dx=p l dx i +p i da?t....+p m dx n —M[p\ dx\ + p\d*\„..+f H dxl] 
noch der Ausdruck 

= 4iF' dh 

hinzukommen, wodurch man erhält; 

dx = p i d* l +i> x dx t ....+p m dx n —M[p\dx\+P t ds\....+p\dx:\ 

Bezeichnet man durch A\ den Ausdruck ron A t und durch (p den 
Ausdruck von <t>, wenn man gleichseitig x=0, x,— x°, = # setzt, 
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und dlminirt aus den Gleichungen 

0 = A, $ e =h, A t =J* 9 A m z=^l, .... = Jt^ x 

die 2/> Größen p, , p,, .... p„, .... ^, so erhält man x ausge- 

drückt durch x,, er., .... or», x°, .... xj, und die nach diesen 
Gro&en genommenen partiellen DifferentiaJquotienten dieses Ausdrucks von 
X sind : 

3« 0« dar 

3a7, TZ*—?** 

g^em-jf>;, lr;=— — 

In den beiden in diesen Formeln vorkommenden Integralen 

/fyd* räx 
V£"F> J mf 

sind die GrbTsen m% f\ ata Constanten au betrachten, und vermittelst der 
vollständigen Integrale der gegebenen gewöhnlichen Differentialgleichungen 
alle Variabein durch eine auszudrücken. 

Ich habe im Torigen als willkürliche Constanten die Werthe der 
Variabein für x = 0 angenommen. Man beweist aber eben so, daTs, wenn 
man vermittelst der vollständigen Integrale der angegebenen gewöhnlichen 
Differentialgleichungen slimmtliche Variabelu durch irgend eine von ihnen 
oder eine beliebige andere Grölse t ausdrückt, und mit x\ ar*, .... x?, 
p\t P** die Werthe von x, x t , .... x n , p ir P» •••• P* ßr t = 0 

bezeichnet und diese Werthe ebenfalls als Variabel setzt: die Gleichung 
Statt finden wird : 

äx—pt&Xi—ptix*, ....—p„dx m 
» M [dx*- P \dx:-p\ix\ ..... -pldxll + MfJJfrik, 
in welcher wiederum 

Jfsse 

Wenn die gegebene partielle Differentialgleichung, wie et in den 
Anwendungen auf die Mechanik der Fall ist, die 
nicht enthalt, ist 

SS-* 

M m t. 
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Das System gewöhnlicher Differentialgleichungen reducirt sich dann auf 

folgendes System: 

dx l idx a ....:dx n : dp t : dp t .... ; dp m 

d<p m d<p B<p c?y _ m a d<p i d<p 

£p t ' 3p % "'*5p^' 3*V " dx» *"' 5x»' 

welches eine Gleichung und eine Variable x weniger enthält. Hat man 
dieses System vollständig integrirt, und alle Variabein dfy, ^ durch eine 
von ihnen, z.B. x l9 und 2n— 1 wiUkiihrliche Constanten ausgedrückt, so 
erhält man x durch eine blofee Quadratur vermittelst der Gleichung 

»*» Prfx, 



fly * 

wo a eine neue wiUkührliche Constante ist, welche in den Ausdrücken 
von jr„ . .. . p lt p 2 , .... p n durch ar x nicht vorkommt. Bedeuten 
fetet a?% PI» /»»> • • • • die Werths, welche diese Ausdrücke 

für ar=0 annehmen, und in welchen ebenfalls a nicht vorkommt, so er- 
halt man, da x* = 0 und M~\ ) aus der obigen allgemeinen Formel 
dx m Pl dx k + M*s . . . . -f- ^dfx. — [p\ dx\ +p\dx\ . . . . + j»:«**:] 



gesetzt ist. Diese eine Gleichung giebt: 

|iL — _n° öa? _ „• öx , 

B^\~ fg» P t t • • • •> -gr^ = — J>o 

3x _ ✓>*, gar, 

Wenn man durch Einfuhrung eines Elementes dt den gewöhnlichen Dif- 
ferentialglelchungen die Form giebt, die sie in den Problemen der Mecha- 
nik haben: 
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dar, _ dcp_ äpr Oy 

dt dp r ' dt ~~ TxS 

d*> df dp a _ _ _Bt 



dt Öpt 1 



dt 3Gj' 



dx» S(p ipm dtp 

dt — d~pT* dt dx~„ % 



jt — dx 

so erhält man, nachdem man die Gleichungen 

dx t : dx 3 ....: dx n : dp x : dp,....: dp m . 

dpt * dp,* "' ' dp, 5*7* t)x x dx„ 
vollständig integrirt, und a?,, ar„ .... x mi p Xi .... p n duroh a? t ausge* 
druckt hat) die Functionen x, t durch bloße Quadraturen, 

wo a, r neue willkührliche Constanten sind. Von diesen beiden Inte- 
gralen ist aber eines das partielle Differentiale des andern nach h genom- 
men. Hat man nämlich durch Integration x gefunden, so hat man den 
obigen Formeln zufolge: 

Wenn in $ aufser x noch eine der unabhängigen Variabein, z. B. 
x. fehlt, so erhalt man noch |j = 0; es gehen daher die gewöhnli- 
chen Differentialgleichungen 

rf/>„ = 0 oder /»»ssConst., 
wodurch sieh die Zahl derselben wieder um 2 reduoirt. Sie werden näm- 
lich in diesem Falle 

dXi : dz 7 . . . . : <f/» t ! dp\.... dp n _ t 

Jp7 i p»* * ' dp*-i ' dx x " 5*7***" dxn—i * 
In welchen Ausdrücken man />„ als Constante zu betrachten hat. Hat 
man durch Integration dieser Gleichungen die Gröfccn x„ _ H 
Pi» fr* ' • ' • P»-t durct e ' ne von ,hnen ausgedruckt, so giebt eine der 

Gleichungen : 

Crritc'f Journal d. M. Bd. XVU. HB. 2. 19 
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dpi dxi 
durch blofse Quadratur den Werh von x n . Man kann aber auch In die- 
aem Falle auf ähnliche Art, wie Hamilton die Function 3 durch V er- 
setzt, allgemein die Gleichung <p = h selber in eine andere transformiren, 
in welcher die Zahl der unabhängigen Variabeln um eine geringer ist. 
Wenn na'niKoh tp weder x noch x m enthalt, so setze man 

wodurch 

In dieier Gleichung betrachte man f n als Constante, wodurch sie sich in 
die Gleichung ^ _ ^ ^ ^^4^ |. ^ rf^, 

verwandelt, so dais » lf f%, F~i **• partiellen Differentialquotienten 
von y nach » t , x t , genommen werden, und die gegebene par- 
tielle Differentialgleichung , i« welcher ebenfalls p u als Constante betrach- 
tet wird, eine partielle Differentialgleichung für y wird mit nur n— 1 un- 
abhängigen Variabein x lt x tf .... a?—i. Hat man durch Integration die- 
ser partiellen Differentialgleichung y als Function von /„ x, x n . lt 

von «—1 willkßhrlieben Constanten und der Constante f m gefunden, so 
findet man die gesuchte Function x dadurch , dais man m der Gleichung 

* = y+p»x+ 

die Gräfee j> n vermittelst der Gleichung 

• 

etiminirt. Man kann x M um eine willkuhrliche Constante vermehren, wo- 
durch x, wie es ihr eine vollständige Lösung nöthig ist, n willkürliche 
Constanten erhält. 

10. 

Wir haben im Vorhergehenden gesehen , wie man durch die Inte- 
gration eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen eine vollstän- 
dige Lösung einer vorgelegten partiellen Differentialgleichung erster Ord- 
nung finden kann. Ich will jetzt zeigen, wie man umgekehrt aus irgend 
vollständigen Lösung die vollständigen Integrale des Systems ge- 
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Kennt man einen Ausdruck von * durch x lt x %y .... *% * mit n wQU 
kührlichen Consta uten o,, o,, .... a», welcher der gegebenen partiellen 
Differeotialgleiohuog <p = A Genüge leistet, so bilde man die /J— 1 Glei- 
chungen, welche sich durch die Proportion darstellen lassen . 

fe'fSy^'la? 

wo ß lt ßtt ••»• ß« Deue willkührlicbe Cons tauten seien, die aber, da cm* 
ihre Verhältnisse in Rechnung kommen, nur die Stelle von n — 1 wülkuhr- 
Ikhcn Constanten vertreten. Führt man eine neue Grübe M ein, so kann 
man diese Proportion durch das System Gleichungen 



<g. + &M~0, ^^«O, .... !£+ft*saea 

Durch diese Gleichungen sind die n + 2Grofcen x, * tt ar, f .... «„ M 
ols Functionen von einer unter ihnen gegeben. Differeotürt man eine die. 
ser Gleichungen 

und setzt für ß, den aus dieser Gleichung gezogenen Werth, so erhält man: 
A >dx dM , a»x . , d'x . 



SxT"*» TT.-*" 7«7 

setzt, die Gleichung: 

Die gegebene Differentialgleiohuog <P = A mu£s, wenn man darin fiir x 
ei U eu gegebenen Werth und die daraus durch partielle Differentiation nach 

ergebenden Werthe ron Pt, p„ .... p H setzt, eine 
zwischen den Grüften * 0 .... x„, a,, a,, .... a„, h identisch Statt 
findende Gleichung werden. Nimmt man ihr partielles Differential nach 
so erhalt man: 

Vergleicht man die zwei Systeme von n Gleichungen, welche sieb aus 
dieser und der vorhergebenden Gleichung ergeben, wenn man darin für i 
Werthe 1, % .... » setzt, so erhalt man die Proportion 

19« 
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1r «* >?'£«7& 

welche man auch, da 

durch die Gleichungen darstellen kann: 

„dx, 3?» n dm t dtp n rfar» 

wo wieder ^ 

gesetzt ist. DifTerentürt man ferner die Gleichung <p = A nach r ( , und 
setzt in dem Differentiale: 

dpi dp; 
dxi dx, • 

so erhält man 

oder wenn man in diese Gleichung die yorhin erhaltenen Werwe 

B<f> _ p dje r dtp __ p Joe. ■ ^ _ p tfx« 

substituirt, die Gleichung: 



Wir haben so umgekehrt aus den 2 /z Gleichungen: 

#x £x d J 

5x- f ~^' == ^' 3x7 -z 7 -» 

die 2« Differentialgleichungen 

dpi ' rfx dxj ox r> 

bgoleitct, und da jene Gleichungen 2n willkürliche Constanten t nämlich 

und die Verhältnisse von ß lt ß. enthalten» so 

sind «ie zugleich die vollständigen Integrale dieser Differentialgleichungen. 

II« 

Man kann die letztere Analysis auch auF die allgemeinere Unter- 
suchung ausdehnen, unter welche Pfaff die Integration der partiellen Dif- 
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ferenlialgleichungen erster Ordnung mit einbegreift, und zeigen, dafs wenn 
irgend ein System von n Gleichungen mit n willkiihrlichen Gonstanten ge- 
geben ist, welches der Differentialgleichung. 

0 = X t dxi 4" X% dxt . . . . -f- X u dx u 

Genüge leistet, man daraus die vollständigen Integrale des von Pfaff auf- 
gestellten und oben mitgeteilten Systems von 2ä — 1 gewöhnlichen Dif- 
ferentialgleichungen ableiten kann *). Durch das gegebene System 
von n Gleichungen drücke man nämlich x lt x, , .... x„ durch 
■*Vm» ^n+i > •••• x* und duroh die n willkürlichen Cpnstantcn, 
die wir a lf a., .... a,, nennen wollen, aus, und bilde die Glei- 
chungen: 

in welchen ß t , fr, .... ß n neue willkilhrlicheConstanten sind, 
welche aber nur die Stelle von »— 1 vertreten, da hier allein 
ihre Verhältnisse in Rochnung kommen, so werden diese 
Gleichungen, welche nach Elimination der neu eingeführten 
Grftfse M die Stelle von n — l Gleiohungen vertreten, in Ver- 
bindung mit den gegebenen n Gleichungen, die vollstUndigen 
Integrale des von Pfuff aufgestellten Systems gewöhnlicher 
Differentialgleichungen sein, mit 2ä— 1 willkühr liehen Con- 
stanten, nttmlioh den n willkiihrlichen Constanten o», o,, ... 

und den n — 1 Verhältnissen der willkiihrlichen Con- 
stanten Man beweist dieses Theorem wie folgt; 

Da die durch die gegebenen n Gleiohungen bestimmten Ausdrucke 
von Ski «"t» •••• *■ durch x„ +1 , x 7 , rl , .... # Ä und die i wtllkuhrliahen 
Constanten der Gleichung: 

X t dx l + X l dx i .... -f- dxt, = 0 
genügen sollen, so mufe man die Gleichungen haben: 

•) Statt x in den oben rnitgelheilien Formeln ist hier x„ gesebrieben. 
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Mao denke sich jetzt vermittelst der «Gleichungen 

die «+1 Grulseu av+i, a\+»> • •••*«■> * eine von »nn« 1 « * B. 

durch üf, abgedrückt, wodurch diese Grölken und daher auch 

... x, Functionen von M t voo a lf et,, , und ron fr , ft, & 

werden. Die auf diese Annahme sich beziehenden partiellen Differenz 
quotienteo werde ich der Unterscheidung wegen in Klammern einschlie- 
fe«!, während die partiellen Differennalquotienten ohne Klammem sieh 
auf die Annahme beziehen, da& x t , x 7 9 .... x„ als Ponctionen ron 

.... «f»i «*i *»» •••• «- b€trachtet werden. Man hat demnach: 




oder: 



DuTercatiirt man diese Gleichung nach M> so erhält man . 
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Et folgt fern«* tu* der Gleichung 

wenn man alle GroTacn aU Functionen ?on M betrachtet : 

*;(&)+ *(fifl»"+*(j*)- a 

Differentfirt man dieao Gleichung nach *o erhöh man: 
wodurch sich die obige Gleichung, wenn man eie ra.t dAf 



151 



in folgende verwandelt: 
Hlramirt man «Ii»« GWehiMg A Termict.1* *» GWobuog: 

m wwa , < xf,S)+x.(fe).».+^)+ J '» f * 

-■£[*•(&)+ * (&)••••+ *■ = °- 

Setzt man, wie erlaubt ist, ß„ — 1, so orhült man durch die näm- 
liche Analysu ähnliche Fortnein, wie für a ; , auch f3r die n — 1 andern 
willkürlichen Constanten 0 4 , .... . Zuvörderst hat man: 

*.(§5f)+*G*)"-+*(Sf) - 

[*&+*&••••+ 
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DifferentüVt man diese Gleichung nach M und die Gleichung 

0~X>{&) + M&)-»-+^ijv) 
nach ßi, und lieht beide Resultate von einender ab, so erhalt man nach 
Multiplication mit dM: 

o = «. (|5f) + dx, (*5j) .... + ^ (%5f) 

von welcher Gleichung wir, um ihr dieselbe Form mit der Gleichung zu 
ie wir in Bezug auf a { gefunden hatten, die Gleichung: 

mit ^ maltiplicirt, abaiehn wollen, wodurch man erhält t 

- **» (l^f) — **• (§^f) — ■'*■* (tit) 
-£[*.(&)+*•(!*)••••+ 

Wir wollen in dieser Gleichung, so wie in der oben gefundenen ahnlichen, 
auf a, bezüglichen, für die partiellen Differentialen 

ihre entwickelten Werthe 

w J 10 est + \S5?J •••• + js: W J » 

/a*-.\ _ ar» /a* t \ , ax» /a* a \ , ax* /a*„\ 

setzen, und die Gleichungen nach den Grüften 
ordnen, so verwandeln sie sich in folgende: 

•-*.<&)+*(&) ••••+*(»?). 

0 -'•(!??)+■*(&) ••••+Mj?). 
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Wo 

T, = 4X.-[%* 4.,+ §§14«....+ _ 



•A. = 4X„- \&4x t + $§*4*,.,.. + °g : ,/x,.] - ^1'.. 

Multiplicirt man dies« Gleichungen mit dx t , dx , . . . « dx tm , und addirt 
mp, äo heben «ich, da 

ff; + Tn£ dx% ' ' ' * "** l^r dx ** ~ * X| • 

alle Terme rechter Hand fort, wodurch man die Gleichung erbalt: 

T l dx l + T 1 dx i ....+ T u dx iM =*Q 9 
>v elchf man auch so schreiben kann; 

« (SS) + *(&)••••+»■.. (S$)-A 

da wir in den vorstehenden Formeln alle Grüben x t , x* t x 2n als 

Functionen Mofa von einer Grü&e M, und a, , <h , u, . &, j3, , .. . 

.../?„_, als Constanten betrachten, was ich durch den Gebrauch der Cha- 
rakteristik ^ andeute. Aus den 2 « Gleichungen, nämlioh den n Gleichungen 

+*(&)....+ 

den /i— t Gleiobuugen 

und der Gleichung 

folgen die 2 * Gleichungen 

2» 4 am 0, J, sb 0, ... . 7,, sm 0, 
welobe mit den jy^jf sehen Differentialgleichungen übereinkommen, wie 
ich sie oben aufgestellt habe, wenn man in ihnen ~~ statt dN und .Y„, 



für X, * ietet. 

Dafs man aus den 7n angegebenen Gleichungen die Gleiehuugen 

r, sä o, T t = o, .... r fc •» o 

folgern kann. labt sich, wie folgt, beweisen. Mau betrachte gleich- 
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ft, fr.,, # *k Variabcln, so wird 

durch die mischen diesen Gröben und den 2 /i Grüften x„ x u . ... x Ä 
aufgeatnlften Gleichungen keioe Relation zwischen diesen letztem allein 
gegeben, sondern sie zeigen nur, wie das eine System von 2n Variabel o 
»ich durch das andere System von 2n Variabein ausdrucken labt. Man 
bezeichne beliebige Variationen der Grüben ar Jt x,, • • . . x 3n mit 5r x , 
Jx,, .... Jxjaf die von einander unabhängig sind) da zwischen den Grö- 
ben x,, x it .... X2» selber keine Relation Statt finden soll. Sind Ja,, 
fa,, .... Ja., Jß„ Jß 2 , .... ^ß».!, b'/If die eotipreehendea 
der Variabein a lt Oj f .... a Kt ß lf 3»» •••• ß«-i» so hat man: 

+<!»)«• 

MuUiplicirt man daher die 2 /* Gleichungen , die wir gefunden haben: 

ig£)+ I, -0S)-+ 7, -(^)='O. 



*(&)+'.(fä)»+M§?)-* 

*(&) + r 4af)-"-+ r -(S?:)-* 

7 l^)+ T '(ä^)--+ r -^)-^ 

^)+r4§)""+M§*)==<> 

respeotfre mit Sa lf Ja,, .... Ja», Jß,, Sßt 9 .... <yß_ It 9M 9 und ad- 
dirt sie, so erhält man: 

7 T t *x 1 + 7 , a $x a .... + 7 , to J* I ta»O f 

welobe Gfaichong, da Sx lt Sx it Sx». befiebige, von 
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hiingige Variationen aind, nicht anders bestehe 

T t z=Q 9 T t =*0, T u *=0, 

was zu beweisen war. 

DaCs man auf die angegebene Art, wenn man der Gleichung 

X t dXi -}* X t dx t • . • • + -X?» djr la = 0 

durch irgend ein System von n Gleichungen mit n willkübr liehen C anstau- 
ten genügen kann, immer auch die vollständigen Integrale der von Pfaff 
aufgestellten gewöhnlichen Differentialgleichungen erhalt, 
durch folgende Betrachtungen einsehen. Man löse die n 
den n willkürlichen Constanten auf, ao dafs sie die Form 
A^ as d| y y/ 2 = &2 » • • • • i«»"*aj| 
wo ctj , a , .... a n die willkührlicheo Gonstanten aind und inA lt A 7t ... 
nicht mehr vorkommen. Sollen diese Gleichungen der DilFeren- 



X^jpj-f X 2 dx,....+X Jn dx im = 0 
genügen, ao mufs es n Multipücatoren £/ lt U t9 .... D n gehen, vermittelat 
welcher identich 

X l dx l + X i dx 1 ....+X in dx lM « U l dA t +U i dA t .... + l/ 7n dA vt 
wird, da der Ausdruck liuker Hand vom Gleichheitszeichen verschwinden soll, 
wenn A l% A t , . . . . A n willkürliche Constanten werden. Denkt man sich 
x,, x 7 , .... x„ durch A, , -^ 2 , .... *w ausgedrückt, 

ao erhält man hieraus: 

— * ö^t + **xir — h * 535 ■ 

Aua der von Pfaf aelber gegebenen Analjsis folgt, dafs wenn mau auf 
irgend eine Art die Gleichung 

0 = X t dxi + X* <f *a • • • • + <fo?<. 
in eine andere zwischen nur 2n — 1 Variaboln transformiren kann, diese 
willkürlichen Constanten gleich gesetzt, die vollständigen Integrale seiner 
gewöhnlichen Differentialgleichungen geben. Nun haben wir aber 
0=X l dx l +Xidx t ..., + X lM dx u =iU i dA l +ir 2 dA i .... + U,.dA tlt 

0 = jfcdA i +^dA 2 .... + ^dA^ l + dA Ht 
Ine Differ"enualglcichuug zwischen nur 2«— 1 Variabein 

«II ^1 •••• 1/7» "t/T* 

ist. Diese willkürlichen Constanten gleich gesetzt, müssen daher die voll- 

20* 
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ständigen Integrale des i'/W/fschen Systems gewöhnlicher Differentialglei- 
chungen sein; sie kommen aber genau mit den 2« — 1 Gleichungen ober- 
em, wie ich sie oben aufgestellt habe. 

12. 

loh habe oben bemerkt., dak es in der von Pfajf zur Integration 
der Gleichung 

X t dxy + X, dx t ....+ Xu = 0 
vorgeschlagenen Methode ein Uebelstand sei, dab man von den nach ein« 
ander zu integrirenden Systemen gewöhnlicher Differentialgleichungen nur 
das erste wirklich aufstellen kanu, und für die andern Systeme nur die 
Art angeben kann, wie man sie, wenn man die vorhergehenden vollstän- 
dig integrirt hat, zu bilden hat. In der That ist klar, dab es hierdurch 
unmöglich füllt, das Ganze der Aufgabe zu übersehen. Für den beson- 
dern Fall, welcher die Integration der partiellen Differentialgleichungen er- 
ster Orduuug giebt, haben wir gesehen, dab die Integration des ersten 
dieser Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen vollkommen ausreicht, 
und es der Aufstellung und Integration anderer Systeme nicht weiter be- 
darf. Dieser besondere Fall kann als derjenige bezeichnet werden, in wel- 
chen von den '2n Gröfsen A, , X 2f .... A,, eine Anzahl von n — 1 gleich 0 
ist. Es sei z. B. 

X„+ t BS A B ^j .... «a A ?n — - 0, 
so dab die zu integrirende Gleichung wird: 

< * x "+ l 8=5 5^T l Xl dXl + X *d x *'"*+ X » 

Man setze: 

A, X} m A * 

H5 ~xZTi p " 

so sind p t9 p lf ... . p m die partiellen Differential quotieuten von x M , ab 
Functionen von x, , x, , .... x, betrachtet, und die Elimination der 
n — 1 Gröben j r , , x^ , . . . . x Jn aus diesen n Gleichungen giebt die zu 
integrirende partielle Differentialgleichung. loh will jetzt im Folgenden 
zeigen, dab wenn man die Methode, welcher wir uns für diesen beson- 
dern Fall bedienten, auf die allgemeine PfaffVthe Differentialgleichung an- 
wendet, man des oben bezeichneten Uebelstandes ledig werden kann, in- 
dem es dadurch gelingt, mit Leichtigkeit alle zu integrirenden Systeme 
gewöhnlicher Differentialgleichungen aufzustellen, ohne eines derselben 
wirklich integrirt zu hoben. 
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Uro hierzu zu gelangen, nehme man In don Integralen des von Pfaff 
aufgestellten ersten Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen als wül- 
kührlich Constanten die Werthe, welche x t , jr,, .... jr 2B _, für = 0 
annehmen , und die wir mit x* , ar* , . . • « x" :n _ l bezeichnen wollen. Be- 
zeichnet man auch die entsprechenden Werthe ron X , A, , . . • . X , , mit 
X* t7 X\ , .... A" . so erhält man Gleichungen von der Form: 
a\ s= + *i« £i t i a + Si » 

^ = = K*i 

•••••>•• 

flfo-t = + *j» &»-t > X 2n ss X£, + Xj Ä Hj» , 
wo £, , | . . . . £2*-! > Si > Sa , • • • • S2« Functionen von x 2 „ , a?* , 
... x* n _ t sind, welche für x 2a »0 nicht unendlich werden. Substituirt 
man diese Werthe von x, 

J X 3 f •••• X'ii,_l , wie sie durch vollständige In- 
tegration der von Pfaff aurgestellten gewöhnlichen Differentialgleichungen 
gefunden werden, in die Gleichung: 

0 ss. Xi dx^-\-X 7 dx 7 . • . , 4- X u dx u , 
indem man auch die Gröben x[ , x\ , . . . . als unveränderlich be- 

t, so erhält man 

o«[x:+^sjJt*:+**!a 



wo, wenn / eine der Zahlen 1, 2, .... 2ji — t bedeutet, 

Bi ss X* 4- #2» Si 

+ _ fy. 3£ t 1 Y» All I V° 

Ab /' ■'//" hat bewiesen, dafs wenn man vermittelst vollständiger Inte- 
gration der ton ihm aufgestellten gewöhnlichen Differentialgleichungen die 
Gröfsen x lt x y .... x 2n durch eine von ihnen, z. B. x 3n , und durch die 
2/2—1 willkürlichen Constanten ausdruckt, und diese Werthe in den 

Auf Iruck 

A t aor t 4- A, ax, .... -j- A in 
substituirt, indem man die willkiibrlichen C Hauten ebenfalls «j!« verüu- 
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oWIich befrachtet, der Cocfficient von dx n verschwindet, und die Verhält- 
nisse der Cocflicienten der Differentialen der willkuhrüchen Constanteu von 
x a unabhängig werden. Oa hiernach 

B = 0, 

und die Verhältnisse von B ■ , B iH _ t von x : , unabhängig sein wer« 

den, so bleiben diese Verhältnisse ua geändert, wenn i u B, , Z>' : , .... 
man x 2n = 0 setzt, wodurch man erhält: 

J?i : Bj • • . • t ß 1n _ i = .X* : X* • • • • , 

= ilfA* , J3j = iWAjJ , , . ■ . StH-i = MXjt. f 

Wir sehen also, dafe wenn man statt der Variabein x, , *»,..- 
. . . x»^, x», die Variabein x", x*, .... XjV-i, x 2- einführt, ver- 
mittelst der Gleichungen 

X t = X° -\-Xjm£it x % 8=2 x » 4* x %» & ? • • • • «Pa*-i — **«~t + *i« » 

welche sich durch die vollständige Integration der von Pfaff 
aufgestellten gewöhnlichen Differentialgleichungen ergeben, 
die vorgelegte Differentialgleichung 

0 ~ X t dxi + X l dx t . . . . *{- X u djr- H 
sich in die Gleichung 

o = x; dx\ + XI dx\ . . . . + XL-, dx:„. 4 
verwandelt, oder in eine andere Differentialgleichung mit 
einer Variable weniger, welche aus der gegebenen Differeu- 
tialgleiohung erhalten wird, wenn man iu ihr x u e=0 setzt, 
und x*, x', .... xj^i für x lf x 2 , . . . . x^-i sohreibt. Die Inte- 
gration dieser letztern Gleichung giebt also die Integration 
der vorgelegten, wenn man in ihren Integralgleichungen 
wieder x*, x\, . ... xiV, durch x* , x,, .... x*,_i ; x to vermitteist 
der angegebenen Gleichungen ausdrückt. 

Nach der Ffafftcheu Metbode bat man nun in der Gleichung 
0 est X* l *m\+X'40l....+Xl^dxl* 
«ine der Greisen x\ , *\ , . . . . x^ einer wfllkährUchen Constanteu gleich 
su setzen; es sei also 

^j— » = <*»> 

wo a t eine willkuhrliche Constante. Die Differentialgleichung wird demnach 

o = x]dx;+xidx[....+xi- i dx;^ 1> 

wo in den Grüüeu \; für m^ t die Constante a, ca setzen ist. Hat man 
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diese neue Differentialgleichung durch 12— 1 Gleichungen mit n 1 wilU 

kührlichen Constanten integrirt, so Inge man die Gleiohung 

hinzu, und drucke vermittelst der Integralgleichungen des ersten Systeme 
*\ » x lt durch , . . . . jr,„ aus, so hat man die n Gleichun- 

gen mit n willkuhrhohen Constanten, welche der vorgelegten Differeutial- 
gleichuug 

0 **X l ix t +X i d*i.... + X tn dx in 

Genüge thun. 

Man kann auf dieselbe Weise nun wieder die Differentialgleichung, 
auf welche die Torgelegte redudrt worden ist, auf eine andere mit 2 Va- 
riabein weniger reduoken. Das zu diesem Ende zu iotegrirende zweite 
System Differentialgleichungen erh ilf man ans dem ersten, wenn man die 
beiden letzten Gleichungen desselben fortläfst, ar 2 „ t= 0 , x 7m _ l = a, setzt, 
und für Xt schreibt »?, X?. Man erhalt dann 2/i — 3 gewöhnliche 
Differentialgleichungen zwischen den 2/i— 2 Variabein < t x\ , .... 
Als willkürliche Conatanten nehme man wieder die Werthe von **, 
Of' tf .... xl_* für xl± 2 = 0, welche wir mit a»f , .... .t£_, bezeich- 
nen wollen, und nenne X" den entsprechenden Werth von X' t so ist 
die Aufgabe darauf zurückgeführt, die GMcbung 

welche aus der vorgelegten erhalten wird, wenn man x 2n es x 7 _ 7 = 0, 
■*.u-i — , ar l ^_ J = a 2 setzt, wo a, , Oj willkahrliohe Constanten bedeuten, 
and X" t x ** fnr X, jr schreibt, durch n — 2 Gleichungen mit n — 2 will- 
kübrlichen Constanten zu iotegriren. Zu diesen füge man die Gleiohuag 

nnd drucke *~ #~ *£o vermittelst der Integralgleichungen des 

«weiten Systeme durch <, .... *• ^ aas, fuge wieder die Gleiohang 

**t-t ==» «i 

hinzu, und drucke x*,x\ 9 vermittelst der Integralgleichungen 

des ersten Systems durch x lf x, , .... x 2B aus, so hat man die n Inte- 
grale der vorgelegten Gteiehung mit n willkobrlichen Constanten. Indem 
man auf diese Weise fortfuhrt jede Differentialgleichung, auf welche man 
die vorgelegte reduoirt bat, dadurch noch um 2 Variabein zu verringern, 
da& man eine Variable =0, eioe andere einer wuJkuhr liehen Conataute 
gleich setzt, kommt man zuletzt auf eine Differentialgleichung zwischen 
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nur 2 Variabel»: 

X,rf.r 1 +X I a\r a wm 0, 
wo in X, , X, zu setzen ist x, m es a?^ . . . . s= ar 4 = 0, a^se a x , ar,^ an o, 

Bezeichnet man daher mit er,, et,, .... ct. willkuhrliche Constanten, 
so besteht das ganze Vorfahren zur Aufstellung der verschiedenen zu in- 
tegrirenden Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen im Folgenden. In 
dem oben aufgestellten ersten Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen 
setzt man x 2% = 0, x^ x — a, , littst die beiden letzten Gleichungen fort, 
und schreibt atf, X? für ar,, X i9 wodurch um» das zweite System er- 
hält ; in diesem setzt man x^»0, xj,_, = «, , labt wieder die beiden 
letzten Gleichungen fort, und schreibt «f, XV für ar?, X,\ wodurch man 
das 3te System erhiilt; in diesem setzt man = 0, l£ÜBt 
wieder die beiden letzten Gleichungen fort, und schreibt X?" för <r"i 
X'% wodurch man das 4te System Differentialgleichungen erhiilt, und so 
fort ; zuletzt kommt man auf die Gleichung, welche das Ate System vorstellt, 

xrdxf-'+xrw^o, 

Lalst man x"J , jt*J , •••• sr*jj^j dieWertbe bedeuten, welche in den 
2wi+l Integralen des («— wi)ten Systems Differentialgleichungen *f"""* f 

*f "" 1 K»*e *" r *£j4 < nO annehmen, so geben die sämmtliohen 

Integralgleichungen der verschiedenen Systeme, verbunden mit den Glei- 
chungen 

die verhingte Losung. Man kann nümlioh in der letzten der n Gleichungen : 

x< L-i = a i * ^Ly^^f — a i » » • • • caa „» 

vermittelst des Integrals der letzten DiiTerentialgleiobung (des //ten Systems) 
*f durch xf x n l'\ dann in den beiden letzten vermittelst der drei In- 
tegrale des (/i-t)ten Systemes xf \ arf xf ' durch xf «f, *f* 
dann in den drei letzten vermittelst der 5 Integrale des "—2 ten 
Systems Differentialgleichungen xf" 5 , xjf"', «f* f «f "* durch arf*', 

xf ... xf 3 ausdrucken, und so fortfahren, bis man vermittelst der 

sprii ngliehen Variabein x, , x, , . . • • ar» ausgedruckt hat. 
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Wir hoben gesehen, dafs wenn von den 2n Gröfsen X lt X 2> . . . 
... X 2 „ eine Zahl n— 1 verschwindet, was den Fall der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung gicbt, die Integration des Islen Systems 
Differentialgleichungen hinreicht. Wenn eine geringere Zahl n — m fehlen, 
so dafs 

so braucht man das obige Verfahren nur so weit fortzusetzen, bis man die 
vorgelegte Differentialgleichung auf eine mit 2n — 2m -\- 2 Variabein reducirt 
hat, welche die Form haben wird: 

0 = -«flLm+i ■ X„_ m +? dx"_ m+2 . . . . -\~ X 2x _ 2m+2 dx 2 „_ 2mi . 2i 

indem die Coefficienlen von dxf~\ dx'f~\ dx l ZZl fehlen. Die Inte- 
gration des rnten Systems Differentialgleichungen reicht hin, die n — tn-\i 
Gleichungen zu Cnden, durch welche dieser Differentialgleichung Genüge ge- 
schieht, und man braucht keine Differentialgleichungen weiter zu integriren. 
Man kann sich auch zur Integration der Gleichung 

X l dx l -^X 7 dx 2 .... +X 7m dr u = 0 

folgender Methode bedienen, welche von der Pfaffschea verschieden ist. 
Indem man nur x x und -r als Variabein betrachtet, kann man durch Inte- 
gration einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 
2 Variabein 

X l dx^X J dx 2 = Udu 

setzen. Betrachtet man auch x 3 und x t als Variabein, so erhält man hierdurch 

X.dx^X.dx^X.dx^X.dx, = Udm-rü'dxs+ü"**» 

wo, wenn man u statt x t einführt, U, V, U" Functionen von u, x,, 
x< werden. Durch Integration einer partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung zwischen 3 Variabein kann man, wie sich leicht zeigen läfst, diesem 
Ausdruck die Form geben 

Udu+Ü'dx i +U"dx t = V t dv t -\- M*, 

wodurch auch 

X l 4x l +X>4x t + X>ix t + X K 4x s = V x 4v x \V 2 4x> 2 . 
Betrachtet man noch x 6 als Variabein, so erhält man hierdurch: 

X l dx l + X 2 dx 2 ....+X 6 dx 6 = V^+VtdVt+V'dx^V'dx«, 
wo, wenn man P„ v 2 statt x 2 einführt, K„ F„ V, V" Functionen 

CrelU't Journ.l d. M. Bd. XV!1. IIft.2. 21 
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von p,, t> 2 , ar,, x«, x», x 6 werden. Dem vorstehenden Ausdruck kann 
man durch Integration einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen 4 Variabein die Form geben 

F, dvi+V^dvi+V dx s -f V" dx 6 = IF, dw 1 + IT, rfip, -f Wtdw>, 
wodurch auch 

Jt 1 rfX i -|--X2<'X a -f ^6^6 = W,</t«Vf WjrflPj-f §V s dw 3 , 

u. s. w. Fährt man so fort, so erhalt man, nachdem man zuerst eine ge- 
wöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Variabein, und 
dann hintereinander partielle Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen 
3, 4, .... n Variabein inlegrirt bat, zuletzt durch Integration einer par- 
tiellen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen n-f 1 Variabein die ver- 
langten n Gleichungen. Da nach dem oben auseinandergesetzten Verfahren 
eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 1 Variabein 
die Integration von 2 k — 1 gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung zwischen 2 k Variaboln gefordert, so sieht man, dafs man nach dieser 
Methode eben so viel Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen zwischen 
gleich viel Variabein zu integriren hat, wie nach der früheren Methode. 

Wenn m von den Gröfsen X t , X 2 , X 2 „ gleich 0 sind, so kann man 

sogleich bei diesem Gango der Operationen mit der Integration einer partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung zwischen n-f 2 Variabein anfangen. 
Den 9ten December 1836. 
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9. 

Recherches analytiques sur les expressions du rapport 
de la circonference au diametre trouvees par Wallis et 
Brounker; et sur la theorie de r integrale Eulerienne 

(Par Mr. Jean Plana a Turin.) 
(Saite da No. I. d»m I« «hier preceMant.) 



16. 

Cberchons mainlenant l'expression de ces integrales par des produits infinis, 
ainsi qne cela a ete feit par EuUr dans le premier Memoire qu'il a publie 
sur ce sujet. 

L'equation (29.) donne 

Donc en corabinant cette equation avec Pequation (36.), od aurn 

X V (/,+2»)fo+3) A (p 4-3n)( 9 +4) J b Ci 
Actuellement, si Pon cbange q en ■* il viendra 

etc. 

Le second membre de cette equation presente les quatre varietes suivantes 
dans la roaniere dont il peut 6tre ecrit: en posant ponr plos de siroplicite 

-i-i 

x = (\-x*y , 

on a: 

r^r -xa~ njp + g + n) 2i»(p-H+2n) Zfi(p + q+3n) 

45. J Xx>- dx = — • ^ +r l )(7+w) V+2i0<f +2») 0»+S»)(f+S») 

4n (y + g f4r,) 5»(pW-f5>») ^ 
X (*+4»)(..f 4n) 0»+5»M+*») 

21 * 
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Afi f l JT^>-iA* — » 2 "fr + 7) S»iP + <l+ »> 4 »(/> + 7 + 2») 

4ö. J ax — / , 7 - (/ , +H)(7 + , 0 (/ , + 2, ( )(7 + 2«)*(/i + 3/i)( 7 + 3»0 eic - 

19 rX*r-*Ar — 1 w ^+^ 2 «(/>+y + ») 3m(/, + 7+2») 

/''v , Im 2m 3m 4m ' 

48. / Xx*- % dx — ; nj rt-K 7-r— etc. 

J q q + » 7+2» 7+3» 7+4« 

P /» + » /' + 2m 
pourvu que ces produils soient conlinues ä l'infini. La forroule (45.) est la 
plus cnracteristique a l'egard de la fonction de p, q, n qui represenle cette 
integrale definie. C'csl par eile que Enter t vers l'annees 1765, a devoile 
les principalos proprieles de cette fonction dans un memornble Memoire qu'il 
a public dans le 3 ,D ' volume des Misceltanea Taurinensia. 

La seule inspection de cette formale demontre que, pour une meme 
valeur de n on peut echanger les deux exposans p et q sans faire varier 
la valeur de cette integrale definie: ce qui fournit l'equaliuu dosignec par 
(o".) dans le §. preccdenl. II n'esl pas moins evident que, dans le cas de 
q — u, la valeur de cclle integrale definie est egale ä — . On exprime cette 
propriete par Peqnation 

(£)-(£)- f ' • 

Dans le cas geuerul on a, conformement a Pequation (45.): 

4Q (ES\ — U±l "<P + 7+») 2»(y + 7 + 2w) 

4V * ^q J- pq (A» + »)( 7 +r.) > + 2«)( 7 + 2»> ClC ' 

Donc en changeant p en /» + y ot y en r, on a de meme 

( P + l } — P + l+r w(r+P + 7 + ») 2w(r+p+7 + 2w) 
V r * *-fr + 7)'(/' + 7+")(r+Mj '(/, + 7 + 2 M )(r+2M) 

Cela pose, si Ton multiplie ces deux cquations, il viendra 

(P\(P + 1\ .... P + 7 + 'V »'(r+/> + 7 + M) 4w»(r+// + 7 + 2w) 
W A r > M r (^ + M)(7+M)(r+«)' (^+2 W )(7 + 2M)(r+2») eiC " 

Or il est manifeste, que la permutaüon entre les trois lettres/», q, r ne change pas 

le second membre de cette equation: donc en faisant les trois permutations 

deux ä deux, dont sont susceptibles les trois letlres p, q, r, nous aurons 

C'est precisement ainsi que, Euter a decouvert cette equation fondamentale; 
et certes il n'y a aneun moyen plus naturel pour rencontrer cette frappante 
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verite, a moins qu'on ne veuille faire preceder l'equation (/?.) dont celle-ci, 
devient alors une consequence immediate. 

La mdme equation (45.) ou (49.) offre une autre consequence fort 
imporlanlc: en y faisant j»-f y = n, on en tire 

( P \ J_ w* 4»* 9m' 16 »« 
\H->pJ = p' u*—p' An*— p*'9n M — p*'\*H % — p* 

Or i! est manifeste pour tont homme qni connalt la transformation 
quc l'equation precedente revient ä dire, qne 

fi 

17. 

Kuler, qni tira an si beau parti de la faclorfeHe (49.) en etablissaut 
par son moyen l'equation (ß.) et l'equation (50.), observa aussi, quelques 
annees plus tard, que cette Serie de produits avait, comme la factorielle de 
Wollig, l'inconvenient de ne pas offrir le moyen le plus expedilif pour evaluer 
numeriquement ces transcendantes. Alors, au Heu de s'en tenir ä la serte 
fort peu convergente 

51. /V-rfard-^- 1 = i + »=Ä * + i=Ä.?5=l -f etc. 

/• v ' p r n p-\-n 1 »4 2»i /> + 2m 1 

qu'on obtient en developpant le binome et integrant ensuile depuis x = 0 
jusqu'ä = 1 , il imagina de partager en deux parlies l'integration de ce 
meme developpemcnt, et de prondro la premiere depuis x = 0 jusqu'ä x"=^ 
et la seconde depnis T n =l jusqu'ä ar=1. Par ce moyen, Euler, obtient 
la donble serie 

51. / wr- l d»{\—»*y 



2».4n 

-fetc.JJ 



2n 2n.4;» 2n-\-q 

qui se tronvc rapporlee dans Je Tome IV. de son Calcul integral ( V. 

v - U 

i I V. 
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Sur oela j'observe, quo si q — p, on a 

53. f*3*- l dx(\ — x*f~ l 

L// 1 2ft 1 2m. 4»» 2»i-f/» 1 J 

Or il est factlo de sommer celle serie, autrement que par Pintegraie definie qut 
compose le premier membre de cette equation. En effet, on peat Pecrire ainsi : 

| 1 i fp »\ i . i ("S"~0(i*~ 2 ) i 

t lT~*^~9xjT + * r ns -rzr % 

2 » y h » T w 
-F 17173 TT7" + 

Mais d'un aatre edle, od peut 



— = /* *" rf *; — - — = /z" dz; 
P_ J u p_. { J o 

n i» T 

— =fz 7 * l dz; etc.; 

partant la serie precedente est trivalente a Pintegraie definie 

, Up AJj ' te- f Xi"*) t f- 

*—fdz{ 



5» HO * + etc< 



2 " Z* 1 --» 
De sorle qae, on a 

Acluellemenl, si Pon fait 2s — on anra 
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ou bien, en ecrivant x au lieu de u: 

ce qui s'accorde avec l'cquntion iß".') trouvee d'utie autre maniere dans 
le §. 15. 

En appüqaant une idee analogae au second membre de l'equation (52.), 
on va voir, que les deux series qoi le composent sont sommables chacune 
par une integrale definie distincte. Pour cela, il faut d'abord remarquer, que 
l'equation 

/l /Vi i_! /»I 

x»- l dx{i-vy =J a*- l dx(l ~x-)- \j af- l dx(i—x"T 

✓i 

est eqnivalente a celle-ci: 

", • 

/'l l-i /Vi £_i /Vi £ 

**r*4*{\—&Y = J xp-*dx(i-xy ^J^ X f- l dx(i-x"f^ , 

comme il est facile de le demonlrer, en faisant dans la seconde partie 
1 — x" = y", et changeant ensuite y en x. 

Cela pose, si Ton fait xT = i(l — ^(1-s")) on obtient, en ecrivant 
x ä la place de z, apres la traasformaüon : 

54. f\*- x dx{\ —x*f~ l 
Jg* n *->dx 1 (l-r / (l-^))"" , (l+ r / (l-^)r" , | 

(-Ki-yct -x-)y (i+y(i-*-))- ) 

Le second membre est, comme on le voit, beaucoup plus complique que le 
premier. Neanmoins il y a des cas oü cette maniere de voir peut ötre utile. 
Supposons, par exemple, p — V = y; alors on tire de cette equation 

ou bien, par le cbangement de x en x*, dans le second membre seulemenl: 

En ecrivant — au lieu de cette formale donne 

56. /^«^^I^/^. ' 
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En rapprocbant cette equation de cette designee par (/?".) oo en tire ia 
consequence, que n et p etant des nombrcs pairs, on a 



57 

ce qui etablit une relation fori simple entre deux integrales Euleriemnes de 
preraiere espece dont los exposans salisfont ä celte forme. 

La double serie qui conslitue le sccond membre de l'equalion (52.) 
n'offrirait pas le meilleur moyen pour calculer le rapport de deux integrales 
de ce genro, dans lesquelles les nombres p et q seraient fort grands compa- 
rativemenl ä l'exposant n du radical. 

En pareil cas il faut recourir a la formule (/?.), Iaquelle donne, en 
vertu de Ia propriele 7'(a-f 1) = « /'(«): 

J o pn rC'^ q i i) 

Par la formule de Stirling developpec par Euler, on a 

jJXfl+l) = (^J } '(2na).31 ; 

M 1 1 1 139 

itt — 1 • 727^+ 2(12o)' ~ 30(12. a)* ~ C C,; 




oü A', A", A'" sont les vnleurs que prend la serie 31 =■ 1 -f |g fl 4' elc - 
en y faisant snccessivement 

ft M M 

Si, au conlraire, Pexposml n etait fort grand comparalfvement ä ;> et q, il 
faudrait recourir ä la formule 

C= 0,57721566.... 
donnee par Legendrt- dans, le 1" volume de ses Exercices de calc. integral 
(page 282). '■•»., v- 
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5. 18. 

Lequation(45.) n'etant vrare, quen supposant infini !e nombre de« 
foefeurs, il «st interessant de ehercher eelle qui doit la remplaoer, 
(n'oo prend ua nombre fmi des memes facteurs. Pour cela, 

ö ibonT, quo Idquation (29.) par le changement de y en ^ , 
partant on a 

68. f^x p - i dx{i-x»y^ = e±i^ , «^-«^(i_^)»* 1 , 

Par une appücation repe'tee de cette forraule, oo a dooo 

P P+« P+2* »'o v ' 

P P+* P+«* •'o v ' 

Cette traosformatioc &*nt aus« rraie. lorgque P ~ rt, ou en tire 

Mai« U est ovideu' que 

•'s- ? 
Dono, en changeant i en .-1, ü yiendra 

ou bien 

Si I on fait pour plus de «implied: 

CrcOe'» J»w«d i. M. D.I. XVII. Ufl. 2. 22 
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fe produii dei Iquaifoiu (59.) et (Öl), tlouuera 

62. t dx{l-*)t~* = 1. " -Ji-. .... -Ä. 

p p-r* p-r«« P+" 1 
Eh variaut la maniere dout cette equatkm peut &re ecrite, nou« anrons 

63. /V-MrO y)""" — «fp-fy-f») g"/p4-gj^»l 

*'« P? (P+»)(l + »)'(p+2n)( 7 "+2^) 

v 3n (p-f9-M") »"(p-f- g-Hw) ,i 
A (p+»«)(f+*«)' , ""(p+ii.)(f+<») V ' 

64. f l y p ~ l dr(t — .t")* ~* — " 2 "(P+g> 3n( P 4. ? .f „) 

* (p+&)(9+är) — • (p»n.)( y »<y J <?i 

65. f'ar+dxji— = 1» ( H-?). »»frfrha. g*Mgfe ) v 

rnde*: audamment de co qui pr&xSde, il n'est pas difBcile de demontrer, qua 
lo rapport dea deux integrales designe* par Q »approche de 1 umso A me- 
«ure quo ie nombre / augmeote: de sorte qull so oonfond aveo luuitö 
lorsque i=cv>, Ea effet, supposons, pour ua morneut, quo p seit uu 
tr»* -grand noabro et voyong oe que dcvient dann oe cas parlrculiVr 1 n- 
legrafe dcßoie 

En posaut z~x?i los Hmites de la nou volle variable z seront encore 
* aa 0, sali dooo ea remplacant la lettre z par la lettre x, oo ■ 

Vom uo autre expoeaot p' oa aurait do meme 

Mais si, ;> et />' soot deu - nombrea fort groiids, on peut fa?re 
et par comequent 
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Delaon tire 

Dodc, ea feisant p'^p+Ä, on aura = (t + --)" ; oo qul reod 

manifeste que la diffeYeoce * elant Enie, ta limite du rapport de oea deux 
integrale« doit etre lunitp, lorsque />«oc. 

*, 19. 

Dana le eaa particulier de p -f j=s n, h oombtnahon dea equatfooa 
(50.) et (03.), douue 

Ott Ton a fait pour plus de aimp! icite : 

V = — p - 

fl mit de la, que 

B|LdJuteoant, s'il etait questtoo da savotr oe que derieut le seoond mexnbre 
de oette equaüoo pour tue raleur fort graado de ou pourrait %'j preo- 
dre ainsi. 

Daprea la fonnule (0.) poeee dans le f. 13. et la proprieUS 
r(a + l)=*I>), ooua avoua 

r(, + £-n).rQ- ^4.2) r(i+j+i)r(--*+i) 
r(.+2).r(»+ö 8=1 1 «CH-oJ* ir(i+i)j» 

Mai» « etaut un fort graud nombre, la foruuile de Stirlinf de>eloopee 
par Euler daoa aon Caic. diff". doime 
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rcn+1) » (f)Vo**«ö 

e &ant la hase des log. hyp. et M 

M- ,.±4. _J 13 i 57' pfn 

^ — * -f- 12 . a "r 2 (l2.fl)» '30(12. o)» 120(12. a,* MOf 

Dodo eu appliquant cette formule A l'expresston precedente do 0', ü vicodra 

ou AP, JW", Af'" sont les valeurs deduKes de lexpression prewdente do 
M t en y faisaut successirement « = •+ J-, as»«— a = f. 

De Iii nous oonduons, que 

M (1.2.3.4. ...fl» 

n 

A leide de cette fonnulo on pourrait e?oJuer le reale de la ixotorieüe 
apres avoir caltule le produit d un asaez grand nombre de ues tacteiira 



n sia 
n 



§. 20. 

Jusqu'id, noas avon» tacitement suppose', que tous los caa de l'm- 
tegrale defaie 

pouraient ölrc ramenes h eeux ou les exposans // et q sont ial. ; r ieora u l'ex- 
posant ii. Mais s'il etait neoessaire de le demontrer cela serait fädle. Ea 
effct: per le chaogement de p en p -n la formule (58.) doooe 



69 (£) = -£r^(E=«V 
\ 5 / p + fl — n » 8 ' 

partant, il est vkible que, u 1'aide de oette formale on feit depeuoVe le 

cas de p>» do oelui ou ou aurait p<r. 
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S: l ou obeerre maintenant, quo (-£j= (-2-), on aura, en appiiquam 

au sccorid meuibre de cette cquatiou la formule (69.): 

70 ( p ) = q ~ n ( q ~ n ) — V~ n ( v ) 

A i aide de cetta formule, on pourra r&uire le cas de q > n \ celui de q <n. 
Lor-jque p et q tont plus granda qua \n y on peut nSduire Ia trane- 

ceudante (-^-) a une autre lembUble, represente par (^7^)» ou n — p et 

n— q sont plufe petits qua }«• Pour trouver cette formule da reJuction 
j'obaerve quo l'equation (£.) d'Euler etablie Jans Ie §. 16. , «ionno 

Dono en faisaat ie preduit de oea deux equationa, et preuant 
p -f =.ft~q y r' — n — p; on obtieut 

(f)C-=?(^)C-=5=i) - (ÖOtJfeytrH 

Cela po»*', ti Ton prend r=n— p—f, il est clair qua oette equation 

jg ( P \( * ~ p \ = <tf.w«(p-f <j) t» ^ 

V 5 / V« — pt {m — p — «7). ein p*».«B g o> * 

Legendrr a reinarque* Ie premfcr oette conaequeaoe de l'equation d'Etifer 
Lortque q — p, on obüent par-la: 

Eo aobttitnant id pour (|), (^) les raleurs douneee par la formule 

iß".) trouvee dana Ie f. 15., on aura ce reiultat remarquable dü ü Ln- 
gendrOy myop. 

21. 

Le principe compris dana lea deux formulea (69.) et (70.) une foh 
poae*, U est olatr que, pour cbaque valeur de n on peut former im 
ft* de fonetiona »emblablea a celle d&igoee par (•*), 
ment/» = 1, 2, 3, . , . . et = 1, 2, 3, 4, ... . n. Permi ©eUea-d, plu- 

it integrablea par lea 
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troure« preo&Iemmeut. Mala, aflu de rendre plu, sensible le caraetero 
de ces tranaoendantea qui retten! apres lexclutiou de edles quon peut 
eValuer par ces trois formules, voici le tableau de la totalis de cet inte- 
grale« pour n m 6 et n sc 7. 

TaWca« 4rs foooUana pöor n zr 0. 

ß), (?). (f)a (f). (|), (D, 

(*)» (Di CD» (I), (I), (I). 

(*), G)> (4), (}), (4), (!), 

(I). (!)• (*). CO, (I), (|), 

(I), (I), C4), (4), (f) f (f), 

et), et), (01 cd, (#), et). 

Tableau Am fcadious poar ns7. 

CD» (I)» (1). (*), (f), (|). (f), 

(4>i (,), (I), CD, (j), (|), 

C4), CD, (J), (I), (4), (4), (i), 

(4), (I), (I), (I), (|), (f), (|), 

(4), (4), (4), (4), (4), (4). (4), 

CD» (I), (4), (|), (4), (f), (4), 

(?)» (4). (I), (4), (4), (4), (4), 

L'inspection du tableau relatif hx6 mootre, quo eo flTlIiniili 
1°. toutet lea fonclloo» (|-) daas lesquolles uo dea deux oombras p aaj 9 
cht egal u 6; 2*. toutes lea fouetion» dans IcsqueUes la sorome + 6 
il en re»te uu nombre exprime* par 

*— (*-l)-(a— 1) = («_l)(/,-2). 
Panni cellea-d, il > en a «-2 «an« rep&ition, mak, las auirea 

utrAsi J„..l t ™. . Jt % a • ■ /Dl / , i V 



de eea 



n _ o l f * — < ) (w — a ) — f ja — 2) »(*~2, 

' 2 = 2 

L'üupectiOQ du tableau relatif A * s 7, doone de 
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pour lr> fonetions restaotes apre* I exclusion de oelles ou /> ou 9 est 
i*i 7, ou Lien leur somuie /»-ff «7. »law, panni oe? frt— J)(n 2) 
fouction* ü y e» a «— i wu» repetitioo et les autres doaoieea» tief 
sorto aue 

f ( w -iK,~2,~(»~n ...... r„ -t>» 

2 "2 

est le oomhro de» fonetions absolumeot diffe'rentes. Uo öxatnen tout-a- 
falt sembloble fait sur los aotrea cas eonduit a oetto oooelusion generale: 
que, le nombre des fonetions absolument difi&eotes, apres rexoknioo de 
qu'on peut de*terauner par lun ou l'autre des trois principe* rappele« 
ent de oe $.r estexprime' par 

si le min m est pair; 
ai le nombre n est impair. 



Le nombre de ces fonetions ra dono toujours patr. 

Pour mioux fixer le* idv<?s ; void lo lableau de cea loootions pour 
n = 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. 
CD, (!>} po* « = 3. 
(D* (?), (Di (4)} P0'-'r 

(I), ff), (D, (I), (5), (D, (i), CD] po«f 

({-;> (Di (4), (1), CD. J>, (3). (3). (.{-, '•*>. pour « -6. 

(D, (D, CD, (4), (4), (!), (I), (4), (5), (1)1 ^-.„7 
(I), CD, CS), (D. CD, CD, (!), (I) i 1 

<D, CD. CD, (4), CD, CD, (5), (I), (2), a;J 

(i): COj CD, (I), (4;, (I)» (D, (i>l (1)5 pour 

(I), CD, CD, CD. I 

CD, CD, (D. (4), CD, (D. (Di (I), CD, Cf)) 

(4), (5), (4), (D, CD, (4), CD, CD, (I), CD! 

ff), CD, (I), CD. CD, CD. CD, CD« <», CD[ ^ 9 " 

CD, CD- ) 

(Dt CD, CD, (4), (4), (Di (D, (D, CD, (Di 
(4), CD, (D, CD, CD, (4), CD, CD, (4), (DL 
(D, (D, CD, (D, CD, (I), (Di CD. CD, CD? pour ' ;=si 
CD, (D. (Di (I), CD, CD, CD, CD, CD, C 
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En ge^eral , pour touto Taleor dornte de n, on formera le tableau 
de ©es foncn'ons qui s'y rapporte en suivant oes trob reglos: 1°. La moi- 
tie" des foocÜODS (£) doit etre forme« par des nombres teb que 
«— l/oo /> + ?<*— L 2», Lautre motte* doit etre formee par les nom- 
bres qui donnent p + 9 z*n+t ou />+?>« + L 3«. La plos grandc 

Maintenant, il s'agU de savoir, comroent, A I aide de l'equation 

* 

d'£Wfer, et de requation 

* (*)-***<£>. 

trouTces dans les §. IS. et tö. ob peut reduire an mfnimum le nombre 
de oes transcendantes, pour toute raleur donnee de l'exposaut n. Oo 
pourra ensuite examiner, si les oas Mductibles pour une valeiur donnee 
de n t sont r&uotiblea aux cas analoguea qui so rapportcot aux valeurs 
mfeneurea de n. 

*. 23. 

Avant tont, nous ferons observer, que Pequation (L ) ne peut dfre 
emptoyee que dans le cas de n nombre pair, parceque $n doit etre un 
nombre entier. »apres eela v afin d'etabür d'abord le* reaultats qui ont 
Ben pour tout nombre entier, nous ecarterons l'equation (L.\ et nous eher- 
cberoua, a l'aide de requation (JB.) seulemeni, le Systeme de oelles qu on 
peut former pour obaque valeur de n. A cet effet, il faut d'abord remar« 
quer que, en posant r=1, on peut r^dutre A deux les fonetions qui de- 
meurent ioconnues parmi les quatre eorreipondantes A cbaque valeur de 
p et apres avoir fait r= 1. De sorte que, aq Heu de l'equation (E.) 
nous allen» operer sur oeUe-ei: 

»■ (f) m - 

Ce principe aind präsente ne seratt pas tout-a-Wt clair; mak la forma- 
tion effeetire da Systeme d'equation» qui se rspporte aux premieres ra- 
kurs de n fera diiparaitre toute obscurit^, et rendra evidentes les geae*- 
ralites aux<juelles on peut ensuite a'elerer. Voici oes equations detfattes 
de l'equation (£'.). 
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Pom* n ~ 3. 

tiXD = 

Pour /i=4. 

(»«) -(«(I) nb - 

(§)(«-(«<«, CD-I» 

Paar /i = 5. 
(*)(♦) « (*)(*)] 

/ C »\^"/ ( ?v£( La formal« (69.) donoe 

<*)(♦) - (?)«)( ™ z l ; ' 

(D(D - (*)(!) I u; * u; * 

UND - (D(*)J 

Pour a ss 6 od • tet sfx cquationa relatives « /i «= 5 plu» le* quatre 
suivantee. 

(f)(f) = (r)(i)) N.B. II faiit lainer dans lea six equatiooa preceden- 
(«(« 5= («(Dl 'ee 1" »ymboles (J), tf), et par la formale (59.) 
= («(f)| etablir eea trois e<juattoiuj 

(«(«.«(«(«/ (f) = itt)s (D«t(Di (*)«*(»). 

Pour ä es 7 od o lea dix oquatfooi relatives ü nsG, teile* -qu'elles 
«out prinutivernent fori t es, plus lea clnq equatioas euivantee. 

(I)(D-(D(D| 

(4)(|) = (*)($) I N.B. La formule (69.) dooue 

{*)(«-» («(!)} (D-KD; (««KD; 
(SO) - CDCDI (D-i(Ds (r) = KD. 

i«(?) - («(«; 

Pour nss8 on a tat quinza equatiooe relatives ü a«7, telles 
qnelles tont primitivetnent eontes, plu» lea aix equations 

(D(l)-(D(Dl 

(fXD«(f)(Df N.B. La formale (69.) doooe 

(D(»-(«Ö)\ (««*(»! (*)«!(«« 
(«(« - (D(D( (?) » KDi (?) - «Di 
(«(© - (f)tf)l (V) = KD* 



(«(?) « («(«. 

C«tte » Jourui d. M. D4. XVII. 
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Pour n = 9 on a les 21 equations relatives i« = 8, telles qu'elles 
sont pTimiuvertienc ecniesj p«us ios / 



(«CD 




Cß(l> 


(WS) 




(IXB 


(!)<» 




(0(1) 

(öd) 


<*)(?) 




(»(» 




(öd) 


(IX» 




(«<*) 






»)(» 



N.B. La formale (69.) donne 

«)«#(l)l (» = K0. 



Pour ff — 10, on a Iet 28 equatlons relatives 4n = 9, tolles qu'el- 
les sont primitiveraent ecrites, plus les 8 dquations suivantes. 

(D(?) - (*)(!) \ 

®® = (IX!) / H. B. La formal« (69.) dornte 

•'-•OH 0D«4(f)l 

mm «oxdJ 

La lof Je la fonnaüon de ces systemes d'equatioos est par h rendue 
evidente? U y en a potir chaque valeiir de n (depufe a = 3) w norabre 

exprune' par ^ — ^K"— t) ^ ^ pour n poir, seit ponr » impair. En ra- 
proohant cetto oonclualon de celle etaLIie vrra la fin du §» 21 », nous dJ- 
rone, que le nombre des irauseendantes {—) qui deroeurent fndependan- 
tes est exprime par: 

5Sf2-JS=^=a . 2^») per . ^r; 



La formatioti eSectfve de ces systemes d'equetfons pour les premfere« va- 
leura de n foarnit le tablaan tmvant. Nous suppowrts, que le lettre o 
cbaque cas particulier 3a qüpntfte' 
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Sytirme dwjottJons 


p«ir n =r,3. 




(t)(l) = * ■ 

Iff/Itl — »i««, 1 


i poar *s=4. 






*(§>(« = 


(tat;« 








1 

S/ttiiM (T^oAlioas poor n = 5. 




(1) »)«(«(!) 


u 


(IX!) 




!(*)(« = 


(*>(#) 




ICD«)« 


»)(«. 


S,u:i-nie d'^uatioas poor n = 6. 




/»> /j\ /x\ /ax 


4 (tut) — 


(f) (?) 


«KD 


0» 


(*)(*) 




KD (» = 


(!) (1) 




tttXD - 


(Wf) 




* «HD« 


(4X1). 

VI/ V»/* 




s poor n = 7. 




(De?) = 


KfHf)« 


V * * * ▼ ' 


(!)(♦) = tf)(i) 


KIX» = 


(*)(*> 


CD<f)«(*X» 




CfXf) 


(»(*) = (t)(t) 


f ($X£) Ä 


(tat) 


« i 


!«)(*) = 


(«(© 


ms -(*)«> 


|(f)tt) - 


(t)(f) 




KfX« - 


(?) (f). 


5^ - (««) 




23 • 
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ojsmw • tTtjVBIWBB 




(I)(4) 




ffib Ä (« 

BIO Ol* 


«)(*) 
(!)(*) 

Vi) Kr) 


«(IX*) 

- (f) (|) 

- (WO 


*(*)(*) = (*)(!) 
!(*)(?> = (#)(» 

KfXt) «* (IXt) 


(1)(t) 


\i / V3/ 


* — /»WM 

«i»6o> Will 






KfXt) 883 (f)(f) 


(.*/ Ci/ 


— f*\ /5^ 

— (iXt) 

5=5 <*>aä= 


l(f)(f) « (!)($) 




!(#)(*> «(!)(» 






#(!)(*>- («(*). 


3 (*)(*) 


«<*>(*) 


#<&(() « (?)(*). 




Sj^me dV-qoat.oim 


ponr »s=9. 




= (*Ht) 


!(»<»» (4) (0 


(1)«) 


- (D(l) 






— /'SN /J> 

— (tXs) 




<l)(f) 

(*)(» 
(f)(t) 

(!)(« 


\»/ vi/ 
= (?)(*) 


I \T/ VT/ — vT/v«/ 

*(*)(*) = (#)(*) 

!(*>(*) — (*)(f) 

*(«-)(4) 


(tXf) 




SM 7« VT/ VT/ 


Cf)-=lr 


VTV ein 6«i 


I/ttfll SC /IUI} 

Iv37VT7 = VTA3/ 




— Witt 


f(t)(« ™ (?)(f) 


vi/ vx/ 


sss 


* (r/ (t) « (t) (f) 






#(»(♦) - (0(1) 


w 

ein 4» 




#(f)(#)-(0(|) 


§(*)(*) 


- (4) (1) 


*(»(f)-(J)(«. 
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• pour n — 10. 


mm 


- (4)(.) 


4(4X4) -(*) (4) 


(4X4) 


-(4X1) 


|(4)(4) - (r)(f) 


Vi/ VT/ 


mmi VT/ V7/ 


rn 1 — m * 

v *'*äii9.» w '««8 


(4X4) 


»(4X4) 


srb - Cf)C4) 


(4X4) 


« (4)(f> 


4(4X4) «(4X1) 


(4X4) 


- (4X4) 


4(4X4) «(4X4) 


(IX?) 


= (f ) (4) 


4(4X4) = Cr) (4) 


/4"\ /7\ 
(f ) (t) 


«= (tat; 


t(4Xt) « CfAf; 


(D(l) 


= (4) (1) 


1(4) (4) - (4X4) 








(4X4) 


«(4X4) 


4 (4) (4) - (4) (4) 


(4X4) 


= (t)(!) 


4(4X4)- (4X1) 


(^'«n9o» 


= CD 


§(4X4) « (4X4) 


M 


- (4X4) 


4(4X4) «(4X1) 


4(4X4) 


« (4) (4) 


1(4X4) « (4)<4) 


(4X4) 


- (4X1) 


4(4X4) -(4) (4) 






4(4X4)« (4X1). 


■•6« 


«(f)(i) 




4(4X1) 


-.(4X4) 





f. 24. 

Maintonaat, pour resoodr* cm BYBtemes d'equutioos, nous prendrons 
pour iocoonoesj pour chague valftar de n, las foaetions ( ~ ) da na U*queJ- 
lea la lomme ;>4-? = /z— -i. Et, pour plus de »vmetrie, nous ferons ea 
geoeral: 

Le ohoix de Ott ioconnuea est le meine que eelai d\Eu/*r: fear 

nombre est precisement exprime* per — ^— w /: est /»a/r, et par ai 
n est impair. 
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Cela pose, Yoici Im r&uttatß qo'on obtiont pour las promie«» valeurs 
de n, en so rappelant, quc la lettre « repreWe dans chaque cas la quan- 



n 



Pour n = 3. 
Pour « = 4. 



(*) 

(!) 



i 

POUP Ä 



(1) 




- *Io3oj 


(i) 




l « 


(I) 






(t) 




t i - 


(!) 




i wnin4« 


«) 










Pour a = 6* 






«; 




1 Cd*) 


(!) 




1 w tino 


(!) 




, «in 3» 
'* THuT 


(!) 




, ^f, W -in*: 


(1) 




J Mu 


(4) 




i J_ • 

»•-rf/wij3w 


(!) 




^ »'«»34» 


(1) 




. 1 w 


(15 




1 6« 


(» 




»•2f as** 



HehlivcaieDt A ce cas 3 il fact ofaerver que Mqn&tiGfi (£*,) rtppellde 
obde le §. 22. donne 

En e^alani caita axpreaefoii do (f) & l& pr&xSdcnta ei ofeserracf, <jue 
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En «ppKqtNuit r4pnffeo(&) lux expre^on« do (f), (*), (f) oi 

entre et A tt 

Pour « = 7. 



mV 4« 

sin « . sin 5 <o 



t 



(0 
(f) 



CD - 



(!) 



u «in u 



« t M 



(4) 



i At etsfoto 
1 * J i A ) ' »in 3« - sin i (a 



Pour n sa 8. 



(t) 



j fin6ft ) 



. sin 6« 

''Hörn 



(I) 



^»^i oifl4w. ni»i5w 

— A\ tln4w.s?o5a> 
W — 2/s!n6w.sfn7« 



CD 
(I) 



1 ä) sin 7w 

| M tin7< tf 
1i\ " iinScü.siiiüw 



t*\ — Ä 4l o> ?in 7o> 
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Dans oe om, l'equation (L.) 

(I) - ^(t) - 2*.^; 
et per ronsequeut A. «in 4« V« 

mais sm4tor= 1, iin7G0 = 8iuuJi partanf 

=* Jl t .jf2. nidit 

Les autres equatlon» qu on peut faire ü l'aide de l equation (L.) ao redui*ent 
u oeile-oi on a ime identitl. 

Pour « t= 9. 

f a\ x A t dj «in To, ginRn 



(4) = 4 



hin 



«in 8« 

f»1 A a A t sie 5 w. »in 6« 

^jx ^ tw* bm 

x 5 A x *Btfl7w.iin8(» 

mn 5 « . »in 6 et 

m8m 

A t *t»8« 
A l ^ a 'siu7«.»a8« 

/4 . ^l^A. «»5« 

w — S^ss; 

^ 3io4o».«ifl5» 



(I) 



W -4-.- 



DJ mu8« 



(I) =» 

(» ' 



AI kill 8 4t) 



t « »in 7ft>. ein8«ü 

r 'AlA/dBi m : % »6l^hm 



(f) = ».-L.^f 



• «o sin 8 U 



tt^ , i a» Tin 5 ^.^8» 

tt\ _ t * «unflot 



l/*,«.Uoo (Z)(-P_) = 3-'%t;)(^), »ro«W» 1»., 
dana le caa aotuel, en j faitant p m 1 : 

(f)(f) - 3*<*k?>. 



Digitized by Google 



9. Plana, für let expreß de n de WciHs et tur tinttgr. Mxdentnnef a 'xf* dx (l-x*f. 185 

Dono « 
Bin 6w 



(*)> (l)> Cf), ($) leare valeurs et obserrant qua 
sin3u) = iin60° = |/"3» on aura 



. o-J «»3a» 
1 ' d^4V 



2V3.«o4«a 



i 



08 qui reduSt a troi» les tn 


(t) 




* sin o w 


(*) 




«in 7 m 


(*) 


= 


■in fi m 

■ *i»9- 


(1) 




sin 5oi 


(f) 


Ä 


•in 6 ca 


(f) 




■Mi 7 ni 

^ Dill 0 US 


(« 




«in fl ra 

■ aa9» 


(*) 




A 4 sinBw »in7iu 

ym. £ » diu v w • # «m 


(4) 


= 


/•f Ai i|n *tM si Ii R ai 
w«| diu v ov • 9ia u vi 

^tf z "ain8».tia9» 


(i) 


= 


ein 1 m ftinR/n 


(1) 




j£~A.+ ftio 6*1 • sin 7 ■ 
A t *aia8..eia9ai 


(1) 




J 4 mal m 

>>| HD ' V 

A t *aia9a> 


(*) 




A t A\ aiaÖM.ata' 
^ t A y ' bia 7a .sioöto . 


(♦) 




A t A\ aia 5 ■ . sin 6 to 
^4, 'aia8at.aia9a> 


(*) 




i fJ < 4 a»a6«i 
^ x 'aia 9« 


(t) 




A\ sin 5» 
-rf/ ain 9 » 


(D 




1 «.in 9« 

^ 4 'ai«5-.aia6 <0 


(«) 




1 - 



» = 10. 



1 «o w'n9tti 
-rf s 'aia6o>.aia7a» 
1 <oaio9ai 

/«\ x A t • aia8«.ain9i» 

» A t ca ain8tö .eiu9o» 

*'2r5;U6-.ai.6..a4.7a, 

«>- 

/,v , A t A t wsin8u.aici9ai 
W — T» ^ ^ «nft«. 

/•\ _ i A t m ain9 to 
W ö *'^:-.iii6-.air6« 



fiin 5 i 



fl\ i A t A % m aia8t». «*c9q> 

W * , ^ t ^:'aiB5«.aiD6ai.iin7« 

(♦)«! 



w aia 9 cd 



CnOcfs J««rnal d. E Bd. XVU. HR.*. 



(D = f-^ii^ 

#>« x w ain9f 

WJ 0 f, 5T37 «ln7ai.aia8a» 

<f) » *•2^••ill ^ 5a;• 

24 
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D«os ce cas l equatioo (L ) donn« d-abord 

ou Lieo 

ma» sin 5««* f, tuu9w== sinw; partaot 

La m&ne equAlion (L.) doone aussi 

(?) « 2<~* (D; 
oo bieo, eo snfatifuorU pour (5), ({) leure vsieurs; 

A t asj 2*~*-4; «/est-a-elre ^, cas -#«^8 = ^aiow. 

On a done daos te cas de nc= 10: 

» * 
-<4 as» ^^.bm«; J t an 

Lei autres equations qu'on pourrait de'duire de l'eqiiatiiwi (L.) ae r^dai- 
seat a uoe ideniit& De »orte que, i! so (St de oonoakre loa deux. 
oeodantea >/» et J s pour pouroir former toutea los autres. 



En examioaqt les expressions de (^) relatives u oes 

oro cf u od pourrair. aans eoaque caa, 



de üf oo voii d'abord qtr*oo pourrait, dans obaque cas, les 

Partie» : la premiere oompreodra etiles oo p+f <« — 1: la 
ceiles ou p + f est egal ou plus grand que «+t. 
Le earaotere dis(ii>ctifc de oes dernteres est, d«avoir pour feoteur lere oo, 
et uoe fraction dont ie nomenteur est rtmite* et le deaemuiateur le 
entier p + 9 —n. 

Apres oola oo observera, quo Pexpresdon la plus simple de 
fonetieos est oeOe relative sux cas ou un des deux oombrea p ou g est 
egal u l'unite. Dabord, ellea ooi pour de*nomiaateur oommun *to(a — l}es 
= aio w, et afio de lea rendre plus reguläres it auffit dob&erver, que 
mu :üo — sio (/j— /}co. Alers daos le oaa de n = 1 0, per exejujple oo a; 
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Pour recdre man? feste la loi da ose expressions, 3 8 i(Tt de remarquer 

4. = (*=£=«), 
on a auaai, per la proprio fondament .1« da cea fonotiora : 

= t=5=r)i 

et que per corsequent on doit etabßr 1 equation 

(I/.) J ß * 
Cda poae on pourra ecrire, an gdixSral, 

Cette formute nerait ainri etaMio psr roduetion; mar« U est feoUe de la 
demortrer a priori fl l'aide de l'equation 

(f)m-(f)(^ 

cpil, plus hart, a 6*6 designee par (R). 

En efiet, ti neu» cbangeoni p en n— t, et ei oodi 

Dseis; 

fö-«« ( j T f )=^« (^)-^ 



/„-p-t\ t . t 

V t /Biopto ^ ei*«* 

ou bleu 

(«— p — i\ 4 si* pro * p)« 

— i — ; •r?Sr tt ^ ,& sr^' 

Dono en observart que, 4,— il au$ra de remplaoer n—p—l 
par la lettre o pour reodre cette e^uation confornre h la forraule {L".), 

Apres las fonctioni de la forme (f), Celles dort l'ezpresaioo est 

la plus simples sout tolles , que les nombrea p et ? de la fonotioa (— ) 

donneut p -f- q = n -f- 1. Dans le cas de /i = 10, par exemple, on peut 
tea ecrire aiosi: 

24« 
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W ~~ A+'Anbm sin«» ~~ A. ' sia5 M iio4oi ' 

m . s _L ** — 1 «afs< 



W A t '*\n6a> Ün7m A t ' 8 in4 w Bin 3»' 

Dela on tire, par induction: 

* P / An- 



p I ^p-i'«iüpi».sin(p — 1)«* 
Mais tl est fädle d'£tab!ir a priori cette formule« 
En effet, l'equation 

(f)^ - (?)(«*!), 

d'abord 



maintenant, « Ton prend r = p — 1, on a 

(*=**)e±ö = (^)(i) - f 

Mais la formale (69.) donne 

dono, cn appliauant la formule (£#".) a la Function (^y^)» on aura 

1 j «apw 

\p-i) — 

et par oonseqnent 

( p — w-f-l \ ^ iro p a ) o> 
p / WO» Sioip — 1)»' 

o'est-a-dire la formule (£'".). 

Apres les deux cas que nous venons d'examiner, l'expression la 
plt» simple des fonctions (— ) est oelle des oas ou = n— 2. Od 
pourrait encore elablir par induction la formule generale; mais il doit 
etre sensible, dam oe tnomeut, qu'on peut la trouver directement par 

Car on a d'abord 
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9. Pia**, tur Ustxprts. dt ff deWallis etsurfüä/gr.Euleriemef^^ixil-x'f. 189 
Aetuellement, si Tod feit in r = 1, od aura, ä .'aide de la formul« (L". ) : 

(n— ~o — 2\ j mo(«— t) oi * •in(w — a — l)w . 

a / sinu - - - il||0| 

ou Inen 

/ n — a — 2 ^ ^ g ^„-«-a gia.(g-f l)q> 

v— > 3E * ' 

oe qui donne, en ayant egard a la formute (!»'.): 

^ ') \— ) Ä —37""' ..neu ' 

Pour determiner de meme la formale de la fonction (— — ), 
nous partirons de l'equation 

p=a=^fe^ = (- F »)(-=f=!± ! ), 

la quelle, en y fanant r = 1, donne 

(a — a— 3\ . ak(n— 2)» . 8«(n — a — 2)m A a A aJtX *io(a-f i)aj 
— — ) A ~*'—^ K '"^57^ — 

d'ou I on tire 

y ' \ m .9 A t A A einu.cio2c0 

En geaeral l'^quation (£.) donne 

( ^ )( _ )=( _ I)( __ I±1)> 

ou bieo 

(2=2Z^^ t h( a -i+l) tf = ^f w _ dB (/»- fl -i+ l)w (" =g=fct *) ; 
d'ou l'oo tire 

* •> \ « / =° "ÄT* e»q(.-i)« V ä /* 
Cette formale h*e ohaqae eas soi>ant aveo le cas preeldent, et il devient 
man 'Joste que, en gen^raJ, on a 

/ T ™ \ /n—a— C \ — _ -^n ^-f» ■ • . . A a +i—t 
' *' \ a / ~~" A, A M A t . . . . Ai—i 

8in (a-{- l)t o . sin (o -f-2) m. »io(q -|*3)> . »» . *in(q-f- f — 
* «io«. 8iB2a».flin3 w . ... «in (i— IJai 

Considerons maintenant lea eas ou p -f- y > n + 1. Supposons d'abord p + f 
= 2. L'equation (-E.) donne d'abord 

Mais nous avons p«r la formule (69.) 

(4-') - *»i 
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190 9. Fiu * «, sur l» 0xprt$. dt n dn WaBis <* m PMJgr. EuMentif^ J»{l-x»)'. 
et par la formtde (£*". ): 

V — i / - *■ SSS — ^ •»» » 



Dono, en iubstituant pour m vafeur donnee par U formule (L'".)» 



*' V a / t *^~ i^«-3*ab«N.ria(«--l)«.lIa(a--2)li * 
La memo equation (E.) donne 

partaot 

Ip^ft^^tAß« = ^am(«-3)<ü(^-±?); 
d'oü on tire» n l'aide de !a formule (L ru \): 

/ t v \ fti — a-f 3 \ , -äj A m m tio» jhtil .tim3<o 

»** *' V * / ~" J, ^i^,^'»li«a..w( # -.l)».ifi(a-aj..iw(a-3)/ 
Bo g^neral, Jequatien (£.) donne 



mais 



\—) - - Binw • 

t/t— o-J-A - rio(a — » — l)w 

partant 

<L*.) (— ^) ^ *»('• + !)« - ^ /-l) M (' , - a + t + '). 

Et de lu on conelut cette formule generale: 

* ' % • / I ^ffl-l -J . . . 

Y waio w.8in2w- sin3w....»ini<» 

X »oa«.aio(a-l)0.iio(a — 2)«....wa(o-i)«» * 
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Apres avofr ainti pareoom tous les cas, vofcf reunies las fonmiles qui 



V a / A l A t A l . . . ,Ak—i 

y. «»i»(« + f)«.M (a4-2)w.»n(«i4->)a. < ..>w(a4.^ t^» 
•i*«.sia2 w .ijo3«....aiu(i--l7S » 
/« — + A J_ A t A a A t ....A(^ 

V a / < ' A^A m ^2Z*....AmM 

7/ Tg » 



W BIO M 



^# a _i*«JBa«».«Mi(a — 1)»* 

La troiaiema et la quatrieme da oea formules tont aussi oomprises 
dam les deux premieres; meis Q est plus ootnode da les aroir 



La deoourerte da oea formale» ge^erales est dua A Legendr*. 
( Voyez le 1" Volume de ses Exerc de Calo. Int page 2"H>.) Au lieu de 
las demontrer oomxne lui d une maniere rapide, j'ai pre*fer€ de los faire 
naitre de rexamen des premiers cas partiouliers. Car, je dois ovouer qua, 
e'est seolemeul apres ie oalcul deuillo das formules relative« ara valeura 

de n = 3, 4, 5, 10, qua fei pu Baiair l'aaprit de -la dlmoostrauon de 

Legendr«. On objeotora peut -etre^ qua, Euler «'a pas reuasi q daoou- 
wir oea formules, quoiqu'il eul d&eloppd la Solution relative aus prä- 
miere« raleure de «• Cela prouve eeutemeat qua, Euter, u'a pas imagiue 
la point oaphal de oette sofutkm > qui oontate daua l'heureuse remarque 
feite par Legendr e, qua 




qui cache la re*ula- 
do oette idee, bfaereote u la 



Noua avgoa tu d&na la eas partfcuKers, oommaut la formule 
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donne lieu ä des re'duetions dang le nombre des transcendaut« 
res, lorsque n est un nombre pair. Je raa faire voir «w'il »uffiit de 
biner oette formule avec les formules (H.) pour oonstrnire les 
per lesquelles on peut operer inunädiatement une teile r&uotioi 
chaque valeur donnee de n. 

Soit o=l; on aura: 

(t) - 

d'un autre oöte, la 3** des eqoations (H.) donne 



^ t sin2w = 2 "^oosw; 

d'ou Ton tire 

i 

4 sin*» bb 2" " A+\ 
et comme ^ = ^C^„ - , = , on peut eertre 

-^4—i = 2*".urf 1 sinü>. 
Apres avoir ainsi fait ce prämier pas, yoioi de quelle maniere on peut 



issf ji— a; i=ä— 2o, la prämiere des 



MB( a +l)<a.8i0(a4-2)fe>.ria(a^-3)a>....wa(in-l) a> 

y ain(q+l)a*.ai>(a+a)«.WB(a4.3) << ....ri B (n~o ~l> a 

Ces formules donnent 

M ^ ^ .... jMi3«.Mw4«....«ia(iii— 1)« 

"5V ><i^ >A*_>" am w .8in2o>... .sb(5n— 3)« 

^fca^fcl a*n(tn-2)»i»«(j w -l)» 
-rf« * «inft>.sin2<» 



i oa»2 «.cos« 
sin» . sin2«' 
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(_2 \ — 4*A t A+.... A*-* <lu3«i »a4w... < »to(< t ~3)^ 
2/ A t A x A t .... A»^ ' aaow . ri«2*>....8is(«— 6)« 

- sSncss — 

A»A^ «ia4<B.pii3»> 
Ii soft de U et de la formule ((?.)> qw 

^j^tio4w.«io3w »a 2 ■^. a ^ 4 ,^eos2w.008wj 
d'ou I on tire 

Mä h oo a trouvö" plus baut <jue, 



Oo a dono cca deux formules g^nerales: 
Les formules (//'.) donnent de 



A t AjA % »aiu.ai\5(o .... ain(jn— l)w 

A t A x A % ....A^m-i'eia w . aw2<u....«in(Jn — 4) w 
^ 4h 4 A*%A*-i ■M(in-~3)«.tb(i«--2)» t M.(| w -l) w 
^, " 4o«.aa2«.sia3« 

^ A t A* '«b«.*2».ä>3« ; 

/3_\ A t A+A t ....A^ mu4m.iiaöm ....sia(n—4)m 
\3/ 12g A % A % .»..Am^ri % ila 0} . «o2o> ....«□(« — 7j« 

Am-tA^A^ bu(>t — 6)».«ia(i« — 5)*>.»o(n — 4)w 
-af,.^ * 8in».*in2w.8ia3w 

^ 4 ein 6 a> . sin 5« . sin 4« 

' sio«.sio2».«o3» * 
Cela pose* l equation (C) donoe 

^,^ 4 ^ s ain6w.8in5w.sm4cü = 2^>rf |) ^,^ 4Jt .,^ l ^ I cos3w.oos2w. oosw; 
d'oü 1'od tire saus diOioulte 

A h A K W 3 8in5cx).8in3oj.8inw = 2 " . 



Mais» l«s equatioos (H".) 

4. M &i XVII. Hft. 2. 25 
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IM 9. Plana, sur U$ expm. dt n de Wallis et sur Cml/gr.Enlfrümnt & 'dx{l-x*)l. 



Celle iroisieme equation etant ajoutee aux equatkms oo oblient: 

f i 
^iii-i = 2*"^i sin co, 



! 

Vft^»2*£4^»ria9t* 
etc.; 

car il est Evident qu'on peut trourer de !a memo roaniere les valeurs de 
-^t*_4» -^i*-» etc. 

Tel est le proee*de* par lequel la formule 

(f ) = «r*® 

cooduit aux formules (//"'.) qui lient les auxiliaires primitives A x% J u 
A s elc dans le oas de n nombre pair. De la il eat facile de oonclure 
que le nombre des transoendantes absolument necessaires se reouit a 
» od ä ~? suivant que « = 4/ ou *«4i'+2. Legendre a trouv* 
©es formules d'une tonte autre maniere; mais leur derivation de la for- 
male (G.) me parait digne de remerqae. 

troavee dans le §. 15. , offre le moyen de former d'autrea equatioas eotre 
4 X% A y eto. pour les cas ou n serait divisible par 3. Mais oea formules, 
facile* a oonstruire par uo procede* analogue a eelui du §. prec£dent, sont 
trop compliqtiees lorsqu'on dwnaude une Solution generale. Je me hörne 
4 rapporter la plus simple de ses formules; c'est-a-dire eeUe relative a 
A»=t: alors, on a 

(f)a) = 3 , ^(^)(l=); 
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d'ou oo tire, par la troisi£me des formulea (£/■): 

G'. ^^ 7 8in2w.8in3w =s S*""» win(j + w)s!n(~ + 
Et comme ^„ =^>-m on «"Mi eorire 

G". ^ 4, sin 2 w . siu 3 co =s 3*~ * sin (~ + w) wo + w) A^ A^ . 

Pour faire une application de cette formule, je suppose « = 12. Alors 
ou a U'abord 

et eosuite 

A ü ss Aii At=iA a ; -4 ri — , A%czA x i A^—A^. 
Lea formule» («"'.) dooneot 

^ 5 . ZU sinw; * 4 - 2 1 ^ sio3«, 
et la formule (&".) douoe 

^, 4 8b2w. iin3w = 3* »io (j +w) siu + w) A> A %i 

ou bien 

^_ * - (■*+«)•*(¥+■) 



1 



Man w = ~ ; par taut 

""(f + ,t ) ' i '( T +a> ) t (cos6Q 0 + ct»3Q^ ^ t . 



qui re*duit l'equation pre^eote a ceHe-ci: 

A,A, 3* 

«4,^4 2««*»' 

insi dana ie cas de n = 12 on peut r&luire A deux lei traoscendaotes 



Leßunäre parvlent bubsi ä la m&ne qonduaion (Voyez page 385 du 
1" Vol. de son Traite* des fonctions elliptiques); mal» par finterimidiaire 
des traosoendantes elliptiques. Les nouvelles forraules Stabiles daos ce Me- 
moire ont l'avaotage de fournir directement le rapport -J^^ 

Maintenant, voiel de quelle mauiere on P «ut r&luire les deux auxr- 
liairee aux trauscendantea elliptiques. D'abord j'observe, que, par les for- 

25 * 
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mules (Ä), od a 

/•^ 8ln8<t>.iin9ft» Am An rfw4w.»U3» 

Mals OQ vieot de trouver 

^ 4 « 2 i ^isk 



et comme 001 2 w = 00s 30^ = on peut eerire 

La formale (|9".), trouveo Jana le §• 15., donoe 

Dono en ecrivant ** au liea de x, on aura 

Actuellement, « Ton fait ici, * = et «, apret Ja 

tion, ou rempJace * par x , 00 aura: 

Cela posd, ai Ton fait x= /3 .oot£(J>; las limitea de r integral ion par rap- 
port a $ etant cp es 3- et <p = 0, on obn'eodra 

y^» d» ,-4 dop 

is 2 = gio» 150. dono, ooiiformeoient a La Dotation de Legendre, 



A< m 2*.3-*.tinw.r(ainl5 ö ). 
Lei meines formulea (H.) donnenft 

/JN A S A A A, tU6<»>.»ia7a>. «o8<» A s A A A t motu 
C» - ;f,V'*i».äaS».iia3ii = i, ' 2do» «. .lo3* ■ 
Man od a trouve" plus baut 

partaot 
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et comme ^j^ = 2^4^ ou a 



Maintenant, par le ohangemeni do x on x j il viendra 

Dono eo posaot x=cos(ß, oa aura 

= 2*3-*. ^(^45°). 
ConnaU&ant et J 4 il est facile d'avoir A,. 
En cffet, let deux equation* 

» 2* ^ riaSwj 2. 3" 4 . «nw 



ou biea 

= ^.2 ¥ .3-*.aia«.sln3w; 

d'ou Ion tirc 

JU an J,.2*.3-V(«nw), 
et eo substituant pour 5a yaleur , on aura 

A e=» 3-*/"(ainw).J» v (8iol5 0 ). 
De cette maniere, le cas de n = 12 est completement rcsolu. 

J'ai ddjA dounö* rexerople d'une räduction de ce gonre dans le cas 
de n ss 9 : mais pour micux fixer les ideea Sur oe qui se passe h Vegard 
des oombres oomposes impairs, je vais d'abord consideror le oas de n = 15. 
Ioi od a: 

(«S.J.J G»«4.i (*>-^i (*)=»4u (f)-** 

Cela poee la fbrmole (G".) doone 

^^.aio26ü.sin3w «=» 3*sin(y +w) sin^ + w).^^. 
Eo faisant 0= 1, la iormule (ß*.) trouvee dans le 5. 15. doone dans la 
cas actucl : 

(♦)(*)(!)(« « a^GXfXflG?)! 

d'ou on tire par Tapplioatu» de la troisieme des formales (i/.) 

dtdtAA sia2w.siB3w.sio4a>. sin 5« 
ss 5i^,^ s ^,sw4w.siQ7w.ftial0u>.rinl3c* 
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Mais sinl3üi = sia2w; sin lOco =sin5wj partSTit 

II guit de lä qu'on peut obtenir les valenrs de J % et A t par A lt At A k i 
ce qui re^uit a 5 les quantites auxfliaires. 

Examinons maintenant la rdduction que presente le cas de n = 27 
dans le nombre des trauscendantes auxiliaires. 

Jci lious avons: 

(D-b^j ß) « J ti ('-?)= Gr) »4,* 0f)«=^> 
(?) = a„ (?)=^,; <g)=*4i HD — 4t = 

(tf)ss<S M j («)=s^ui (H) = ^»/ = A ni A it = A it , 

A llJ = vf Ui j Afi~A$i A lt ~A u * A if) z=z Afi Am = A & i 

A u -=.A % i A n =A t ; A n = A i i A u « A t s A# = A l . 
La formule (G".) donne 

A t A % sin 2 u . sin 3 w = 3 1 . sio (£ + w) sin + w) </. 

La formule generale rapporte"e au coramencement de oe f. donne 

(*)<!> - 3*. (*)('/); 
»)(!) = 3*. (!)(»! 

(I) CD = 3*. (§)(?). 

Oe la premiere des formules (//.) on tire 

(n-2-i \ AiAutx «iniw.«in(t4-0« . 

V 2 / ^, * «ii6».«in'2i» ' 

/ w — 3 - i\ __ AiAty Au* aiiu«.«h(» +t)<i» . »ip(*-f 2)a> 

\ 3 / A t A z &in w.§io2w.sin 3« 

(«— -4 — A df^i+i ^» bi n i « . wo (i -f - 1 ) » »io (»4-2) «■> . si« (t-f-3) ' 
4 / 3?T5.^. ' 8ia«.«o2w.Mt.3«.«io4« 

Cela pose\ le« troia equations precedenle* douoeront Celles- ci; 

IA , Ai A< As . sin 3 w . sio 4 u> . sin 5 w . sin 6 m 
— 3* .1- -1, .1. .1,, -sin 7 oo.ein8&o. »in lOw. sin 1 J Wj 
AyA> J 4 .sin4w.8in5w.sin9aj 
ae 3* 4j ^io4u . sin 10 w . sin 1 1 w . sio 12 w; 
4»sin9oü = 3*.J«sinl3w. 
Ou voit par-la, que les transcendantes A g , A lQ , A u , A n peurent etre 

determinles a l'aide des inferieures A lt A* 4,. De sorte que od 

peut r&uire a neuf les transcendantes auxiliaires. L'equation 

dUf> = 3»(f)(V) 
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ne conduit h auoune r&uotion nouvelle, comme od peut a'eij convaincre 
per la formalion directe de cette equatioo. 

Je borne la les exemples de ce geure: ceux que je viens d'exposer 
suffisent pour montrer oe qu'on doit feire dans ohaque cas particulier. 



§. 28. 

Parmi le« integrales däfiniea qu'on peut ramener aux integrales 
EuUrienne», couside'rons celle-d, 



On peut operer ceUe r^duction de deux manieres : 1°. en posaot *" = — — ; 



2. <m pount r"= 4( ' J T. X * ? : «lors oo obtient 

Dans lea deox ca», on doit aroir */*><!, ou bien |/i «■ a. II est d'ailleurs 
evident, que la valeur de cette integrale serait infinie, ai on avait a>\n. 
Mais, en oo cas, la valeur de .Integrale 

serait fiuie: et par le changeroeot de a en n— o, les equationa (71.) et 
(72.) donnent 

U anit de Ii, qu'on a 

75. (Iüp2) = 2*(^) ,<»«; 

»• fe$0 » ^fe) • ■ • • *"<«• 
Le rapport fort simple, qu'on deWre ainsi entre ces integrales Eule- 
riennes, devient plus remarquable, loraque on le rapproche de l'expresaion 
beaucoup plua compliouee, que oe meine rapport auralt en le tirant des 

<".). 
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L'e'quation (E.) ö'EuUr ne oondirirait pas aox equatioos (75.) et 
(70.): mai», par sa combinaison avec oea dernieres, od en tire d'autre rt> 
sultats remarquables par leur simplicite. Fataona d'abord daos 1'equatioD 

p=*n—2at 9 = aj on eure 

et en faisant fei r=2a, il viendra 

Cette equatioo oombinee avec l'equation (75.) on en tire 

78. (*^) {£2) » 2" öii0 2 a< ,- 
La mime eqnation (£.), eo 7 faisant pc=f = a, r=xn — 0 donne 

* (f)(4r)-SKäT- 
De la et de l'equation preo&lente on oonolud, qua 

80. (f) - 2 W ^oo.o«.(i^). 

La fonetion (*~^) a la proprietf de demeurer la meme en y changeant 
a en \n—Qi partant on a 

Dono en Äiminant (~- 5 ) entre oes deux dernieres equatioos, 9 viendra 

82. (i) - ar^-i..^=3, 

©»est-a-dire !'e<niation trouvee par Ltgendre en 1784. Elle donne pour 
la r&uction des auxiüaires A„ A % etc. ies meines förmules (H'".) que 
nons avoos trouvees autrement dans le §.26, 

En rapproohaut de l'equation (80.), l'equation (71.) et l'equation 
{£':) tnmi an oommencement du §. 15. on en tire la ooosequenee, que 

„ P l *^ l dx an f m g— 'tfg 

83 ' 7 0 V"(i-x-) - «*1T'J 0 V(l+x-) °<* n « 

A I aide de l'equation (76.), on peut 
tire au oas de a>fn. 
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En prenant p = 2u — n t q — n — a, loquatien (E ) doone 

(^)(f) = ( i F)C-^) i 

aciueüVment, si Ton fait io>, r» S«— 2«, il vicndra 

et eo eUmioaut (^"--f ) par la Substitution de sa valcur donoee par Idqua- 
tioo (76.), noua aurona 

«»• V«^T"M ä / ~ * («-a)«.2««' 
La memo equation (E), en y faiaaut />=s? = /i — c, r = o donno 

ces deux dernicree equations, on oura 
tta la formale (ß".) oilee plua haut, donne 

partant lequation pree&lente est (en vertu de l'equatioo (73.)) Talente 
ii celle-ci 

ou bien u oelie-ci: 

De sorte qu'on peut coooeotrer Jana une «etile equatiou los deux eque- 
tions (83.) et (90.). Mai», pour la dart** dea idees I ooofient de k» 
laisser aepareea. 

Gelte 8 eparaüon va nous servir pour en tirer uno eonseauenoe qui 
parait eloignee* Voici en quoi eile consiste. Soit 

En duTerentiant oette expresaion, et integre ot ensuite depu« **0 juaquu 
, B ob. on obtient, en obaervant qu\\ oea deux Hnüte« 2= Ol 

Cela pos^, ii I on cbange :cn| daus le »econd membre de oette equa- 

CwlW. Jourwu 4. M. IM- XVIL Oft. L 20 
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tmn Kulemeot, on a 



92. f*c?: ,,i * - r r 4 ^ 

J u ir(i+*-) 7 n VTT+ö- 
Partant Ittpwthm (91.) rcvient A dire, que 

D'aprca cela l'cquatioo (90.) deyient eqarralent* n celle-ci: 

Rh» EcmiKiche de rempboer hl h letlre a r ar <,_{,,,. «for, „„ 0! 

Au lieu de cette equation, je vow l'equatio« 

dans la page 95 du i*f<™<»re , Mr Aw Irmuendantn elliplitiue*, public par 
L^«ufr<> eo 1794. Mail je peose «juil y a I« «juelque mepriae; car en 
ex&ulaut la IraMformation indiqueo par Legeudre je m trouve nas et- 
resultat. 

Le rapprochant de Icquatioo (88.) Icquatioo (A'".) oblcuue dans 
le §. 20. uous aurons 

•t(2a-/i)3*o-- 

Turin le 18. Arril 1836. 
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10. 

De aequatione xP+y* = v per numeros integres 

resolvenda, 

(Aestare, *. *. X*mm«r, Dr. pb.l., ? rt«fpio« gyrwuuß Ll^ceMfa.) 



clarissimus Fermat conteodit: aequationem «* fa +^ r ** 1 — per 
numeros integroa reeolyi non po&ee, baud dubia ad elegantissima theore- 
mata referendum e»t, quae de nuraerorum proprietatibus hactenus propo- 
aita sunt, cujus autem demonstratio gravtssimis diffioultatibuß videtur labo- 
rare. Quamquam enim ioorementa permagua noatris temporibna theoria 
Dumerorum acoepit, tarnen geometrae olarissimi, qui buio theoremati ope- 
ram tribueruet, paueoa solummodo casus simplieiores demoostrationibus 
munire potuerunt. Ct. EuJer, Leyendrv et Lefeime DirichUt pro potwta- 
tibus tertiia, quartu, quintis et deeimis quartia theorematis hujus demoo- 
atrationes inrenerunt, quae in eo conveniunt , ut ex aequatione propoaita 
alia ejuadem formae aequatio eliciatur, cujus numari variabiles minores sint 
quam aequationis datae variabiles; artificia autem per quae ad hanc aequa- 
tiooem aimiiem perrenerunt, pro potestatibus dirersis maxime dirersa sunt, 
neque ad alios oasus appb'cationes patiuotur. Itaqne res non ranltum pro 
fecit. In re tarn difficiU, nisi omni proyoutu carere volumua, a fectliori- 
bus inoipiendum esse nobis neoesaarium videtur, itaque aequaticoem Fer- 
matianam pro potestaium indieibus paribus, nobis tractaodam preponimus. 
Hanc etiam disquisitionem faciliorem ad finem parducere nondum nobis 
contigit, attamen summaa aliquaa, quae hanc rem quodammodo promovere 
ridentur cum geometria oommunicabimus. 

Disquisitio nostra praeaerüm huic theoremati iaoitilur: 

Theoreme 1. „Si n est numerus primus, atque a et b inter ae 

primi, qnantitatea ü+ä et non habet facto rem oommunem, nisi nu- 

merum n, sivero <f±b* habet facto rem n, enodem etiam a ± 6 habere da- 
bei, et numerus facto r um n in a"±i" numerum faotorum »in a±b unitote 
euperaL 

Crtlln Jottma] d. M. Bd. XV 1 i HÄ. I. 27 
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Hu jus theorematin vr Titas facile prohalur ex aequatione k 
L Sfr - («±*r'Tn(«±3)^a*+^ 3 ( ö ±*)--*a'*'T.... 

n ( n -^l)(n^2)..^ w ^^l J (g±gr>t . tat ^ + |} ^ 

et a±* factorem oommunem babent, etiam n(abf^ (ter- 

solus ad dextram aequationis (1.), qui faolorem a ±b non oontinet) 
per eundem faotorem divistbiUs esse debet, et quia ab et a±b roter ge 

pnmi sunt, maximus facior oommunis quem quantitates et «± b ha- 

bere possuiit, erit numerus n. Ad alteram tbeoreroatis 
st ran dam observo ooeifictentes omnes 

« w (/,-3 ) »(n-ft-tX*-ft-2)... .fri-2ft+t) 
i» 1.2. "> 1.2.3. ...h »••« 



sunt, et numerus primus » e numeratore per 
fcctores minores tolü nequit, per n esse divisibiles. Inde sequitur o*±lr 
feotorem n continere non posse, nisi simul a±b per n est divisibiJ», po- 
siUsque a*±b" = C.n* et a±b=tc.n l ex aequatione (1.) 
*ssk — 1, id quod 

Quibus praeparatis ad 

2. a^+^ » 
Salva quaestionis generalitate numeros ar, y, * inter 

munem haberent, per eundem etiam tertius numenL^viaibilia esset, at- 
que hie Factor omnium communis tolieretur, porro sj A esset numerus com- 
positus e factoribus primis * = a.0.7...., aequatione x^+y^ — z 11 satis- 
Eeri non posset, niaj aequationes x^+y = x"*ß + r "V — Z '»P ^ 
omnes simul per numeros integros solvi possent. Praeterea patet nume- 
rorum x, y y z unum parem oeteros iropares esse et quia summa duorum 
quadratorum ioter se primorum per aitiorem potestatem ipsius 2 non est 
divisihilis, sequilur huno numerum parem non e«se «, sed alterurn nume- 
rorum x et y. Huno numerum parem nos ubique accipiemus esse y. 

Jam tbeoreina supra demonstratum ad aequationcm 
epplicemus, Cui si forma datur: 
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palet primo, si x factorem X noo oontinrt, quia f—f et ~^ inter 

se primi sunt, esse * ' 

4. *'-y* = «« 

et quia z + y et *— y factorem eommunem 000 haben t 

5. t + y«ü a , »-rsw". 

Si ren x per X diyisibilu est, maximaque potestas ipsius X quae in x 000- 

tinetur est X", ideoque y* habent facto rem X 72 '', itaqueper theo- 

retna (1.) « , —> J continebit factorem X'V-*, denique quia tolo factore 

iiiai X exoepto «»-y* et inter ae primi sunt, esse debet 

6. y* = x'^-a 1 * 

7. «iy^X^-V 1 , *Fy« w » 
Simiii modo ex aequan'one - x" = y* , » y factorem X 000 



8. a 7 — x* a> I* 
Per hypothesin est y numerus par, * et x impares, itaque si maxima 
potestas ipsius 2, quae in y oontinetur est 2% z n habet factorem 2% 
eundem factorem habet 2" — x 7 , inde quia maximus divisor communis nu- 
nterorum s-f-j; et % — X est 2, sequitur 

9. z±x=m2.pP t *Tx = 2* ar - 1 .^ 1 . 
Si vero y per X divisibUi» est, et maxima potestas ipsius X quae in y cou- 
tiuetur est X*, per tbeorema (1.) erit 

10. »'-ar 2 = X*- 1 * 11 . 
Praeterea si aocipimus maximam potestatem oumeri 2 quae in y eootine- 
tur esse 2', quia etiam b eundem factorem V habere debet, erit 

11. aire z±x mm 2.f* et = 2^ l .X Ji ^.y, 

12. »Fe «±x = %.h*-*f* et *±x » 2*~V*. 

Inde qustuor casus speciales erunt dtscernendi, prtmus quo neuter 
numerornm x et y per X est dmsibilis, seoundus quo numerus impar x 
factorem X habet, tertius et quarfus casus, quibus numerus pnr y per X 
dirnbihs est Pro singulis Ks casibus est: 

I« *+y es *— y mm w", z±x*= 2p* *?x um 2 11 - 1 ^ f 

II. J± r «^.u u , *+y=»*, *±x=2/^, *T*«2 ,i '-y i , 

III. *+y=u 1J , «-y«* 1 , *±pn*7p* t >fr-* ta * 9 

IV. ar+y»tÄ *+y-w 7i , «±»a.2.X^.i^ e?* = 2 7i '-. y " > 

27' 



13. 
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ex quibua deducuntur formae 




* "2~ — > ±y = — 2" » 



15. 



14. 

• 5 » y 2 — ' 

s^X-^.p^ + 2*^.e**, ±* = 

binis ipsius * aequaJüxu poaitis est 

L « u + tt» u sc 2©*- + 2*'-*.a*, 
O. A«W t^+w« 1 = 2^+2*-".^, 

III. + am 2^+2*-U*'- , .f» , J 

IV. 0*+^ » 2. X^.^+X 1 *^.!*, 
In omnibus üb eeqoationibus numeri v, oo, p et q impares et inter se 
sunt, numeri u et w faotores ipsius x, et p et q faotores cumeri r. 

Ex aequatione proposita a^+y^s»* 1 *, sequitur etiam (s^-f-y- 1 ) 
(**— r 1 )»«"! et guis fiaotoces et **— / inter se primi sunt: 

le. e+s = 4*, = ä 44 , 

timili modo est (* J ±x 1 )(s J +« i ) »y 0 , unde quia maximus facto r commu- 
nis numeromm «-±ar- et est 2, et per brpotbesia maxima potestas 
ipshis 2, quam y oontinet est 2% habetur 

17. z*±w> = 2.C", a^T«* sa 2"-«.JD«. 
Signa ambigua + et + ita aocipienda sunt, ut oum signia 
(13.), (14.) et (15.) ooo-/eniant, ubi enim in Alis aequatioii» 
periora vel iDferiora Talent, eadem etiam ia bis valebunt. 

Qu um probabile sit omoes quatuor casue quos supra separoi 
oon pro omnibus numeris X locnm babituros esse, dijudicandum vid 
quinsm casus ad oertos numeros X possint pertinere. Primum aooipiamus 
numerum primum \ talem esse ut etiam 2X4*1 sft numerus primus, id 
quod ex. gr. evenit pro numeris X = 3, 5, 11, 23, 29, 41, 53, ... et 
pro alliis innumeris. Quo posito inquiramus an aequaüonum (13.) utrae- 
que partes secundum modolum 2x4-1 congruae esse possint. Quia per 
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oognitum theorema omois potestas 2X U nnifoti oongrna est modulo 
(naraero primo) nisi per 2A + 1 «et divisibilw, faoile cognoaci potest ae- 
quatioDum (15.) caaua I. et III. cooaistere non poese, nisi q per 2X-f 1 
divisibilin Kit, sed casos II. et IV. nullomodo locum habere (casu A sas 3 
excepto). Praeter ea demoaatrari poteat etiam primum caaum rejioiendum 
esse, eat enhn identice 

18. - i?r^+e\<fi-^**+~~ + H**r*> 

porro est^-x^y* et oaau primo, de quo agitur, **am3^.fftt* 
ereo eat poteataa 2\*, quae alt y' n . Cum aupre inrentum dt 

oaau primo Dumerum e per 2\-f 1 diri&ibilem eate debere, etiam — x 
huno factorem conti oeat neoaaee eat; itaque ex aequatione (18.), terminia 

per *> & sive per + 1 divisibilibus omissis, babemus congruentiam : 

lö. y* =2 M**)^ (mod. 2A.+1). 
Deukjue ex aeqnatiooibua ar = » 5l + 2"^"^ et ±x=p tt — 2*^V 
tur +x — 1 et a = 1 modulo 2X+1, unde (w^si (mod.2K + l); 
itaque congruentia 10. mutahir in 

20. y* = K (mod. 2*+ 0^ ^ 

casus tertius, atque habemua 

Theorema 2. „Si praeter \ etiam 2\+l est numerue primus, 
aeqoatio ^-f y ü =« ai per oumeroa integroa solri nequit, nisi y, qui est 
numerna per, aimul per K et per 2\+ 1 dJrisibflis est, et numerorum *, 

y, * formae aunt: X=^, *=^+2-W^ 

Conaideramua etiam reatdna, quae aequabones (15.) daat modulo 8. 

£o oasTs^Lndo: 1 + K^2 (moT^), et pro quarto casu: 1 + l=s2\ 
(mod. 8.), unde eluoet caaum &ecuodum non pos«e locum habere um K 
haheat formam 8» + 1, neque casum quartum nisi sit K = 4 a + 1 . Gene- 
ralius autem demoustrari potest. 

Theorema 3. „Casus primus, seoundus et quartue non possunt 
looum habere nisi K bebet formam 8n+ t, pro ooterie fiwrmis numeri 
8n-f-3, 8ft + 5 et 8n+7 aokia oasus tertius looum habere poteat." 
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Hoc theorema demonstratio ex aequatione identica 

w t Tyf" " (* : F*) l - , ±^(«Tar) 1 - J ar*+.... + ^(±*e) i? 
pro casibus l, IL et IV. ^+^ = 2^/^ ct «IfBU^f", 



22. = 



inde,terminis per8 di?isihililH*oiiu^,a 

23. =s \(±x*)~ (raod. 8) 
porro e formis numeronixn J x et *, ad (14.) notatis sequitux esse ubique 
±xz = 1 (mod. 8), itaque coogruentia (23.) mutatur in 

24. 1 = A» (mod. 8) 



Revertimur ad aequatiooes (17.) quae in hano formam redigi posaunt: 
25. «'-C* =s 2*~*. < D» <^ 7 *l s $*-«jpt 
Casibus I., IL, et IV. «r^* factorem k non contioet, pro üs tyt* easi~ 
bus neque z 1 + ar, neque Z> factorem potest continere, itaque per theo- 
rema priniuro ex aequationibus (25.) sequuotur* 

26. z—& « 2**-V a C^T* — 2^-' s u , 
ex iuque additiss 

27. z+se eb jMr-s(,ja ^. ^ 
et quia pro oasibus I. II. et IV. est z + xssQ^- 7 ^, habemus 

28. = 2.f". 

Pro easu terlio oontinet factorem hpr- 1 , ergo ^r* feetorem ba- 
bebit h 7 **, et D factorem inde per theorema primum ex aequationi- 
bus (25.) pro hoc tertio casu dedueuntur 

29. x-Q = T*-*.V*-* (y^x zm 2*-'. 

30. z+x est 2^.\«*-*.(r t4 .f.e*) 
et quia pro casu tertio invenimus s + a?s=2 Mr- \?^ , - | .o* 1 est 

31. ^+^«2.^. 
Numeri r, s, et o aequationum (28.) et (31.) faetores sunt numeri D, 
ideoque etiam numeri D, ideoque etiam numeri y, eaeqoo aequatiooes 
contiueut theorema insigoe: 

T h eorem a 4. „ Si aequatio x* + y* m z» per nnmeros integres 
solri potest, Semper inveniri posaunt numeri tres, r, s et q, numeri r, ejus- 
modi ut satisfaciant aequationi -f $* = 2 .« 
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De numeris r t 9, et q pauca ad/icieuda esse videntur. Per nume- 
ros x, y et z determinaotur boc modo: 



132. 




I., II. et IV. ( 

1 11 


\ 2 ) + * Z 


[34. 


* + X BBS 2 W -' 


{35. 




casu IIL / 

)36. 




( 37. 





Fieri polest ut numeri r, #, et q, quoa hae aequaüones praebent, 
faetores commune« habeaut, qui vero, cum omni um trium commuoes esse 
debeaut, ex «Kjuatione 1^+^—2.^ tolU poterunt. Praeterae conteo- 
du, its (actoribus commuoibus sublatis, numerorum rets faetores omnes 
formam 2\n+ 1 habere. Not um est euim fbrmae z l + x x faetores omnes, 
qui noo sunt faetores ipsius z+x, baoo formam habere, unde sequitur 
omnea etiam factorca ipsius D, qui non sint faetores ipsius *+x, aive 
ipsius q, eandem formam habere. Quum vero numeri r et s faetores 
siot numeri D, e quibus per byp. faetores cum q oommunes flublati sunt, 
«equitur omnea eorum faetores formam 2\n+t habere. Si oertum ali- 
quem fectorem primum numeri r aoeipimus esse 2 hm + U ex aequatione 
r 7i -f ^ = 2 <f x habemus oongruexiüam 

38. **m7.f* (mod. 2\m+l) 

undo 

39. s 71 " ~ 2".^ (rao<L2\m + l) 
et quia per hyp. numerus 2Xm + l est primus, esse debet 

^-=1 et modulo 2k»4-l 

itaque 

40. 2" =3 l (mod. 2Krn + l) 
buiu igitur ooogrueotiae omnes faetores primi numeri r satisfiacere debent, 
et apertum est hoo idem de factoribus primis numeri * valere. 
Lignicü Oot. 1835. 
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11 

De integralibus definitis et seriebua infinitis. 

(Andorn B. E. Kummtr, Dr. phü\) 



In commentatione bujus äarii, tom. XU. pag. 144, dedimus theorema, 
oujaa ope eeries inflnitae, qua« aeguatiouis Ricoatianae integrale oompletum 
continet, per integralia defiiuta exprimi potuerunt, ibique ednotavimuB, 
ptora etiam theoremata similie noe alio loco ease exhihHuros. Quae theo- 
remata nnno proferemua. Qu um euim 6 pries inflnitae et integralia deficite 
formae eint simplioissimae et ndtaü&simae, quibus fuuctiones transoeuden- 
tes exprimi posaunt, al terms formae trensformetio in älterem magni oo- 
menü est habende. Iategralium defioitoruro tranaformatio in aeriea, per 
evolutionem functionis integrandae, fere Semper facile perficitur, «ed multo 
difücilius est alter um problema, de eerierum infinitarum tranaformaiione 
in integralia deficite. In boo enim problemaie eoivendo deest methodus 
generalis, quae auoceaanm oertom habeat, et paucie «olum casibus artificia 
singuleria, ajye methodi nonnullae »ingularea, ad finem propoaHum perdu- 
cum*. Neutra etiam theoremata methodoa aliqua* speciales ooatinent, et 
oertit solum aerierum classibus appUoari poaaunt, omnea autem originem 
trahunt ex fönte oommuni, et quodammodo exempla aont methodi gene- 
ralis, quam primum explicaturi aumua. 

Quem ed finem in usuro rocamua integrale definitum 

in quo U sit funotio rariabilia u, fifrk) functio quantitatum u et h, et k 
sit numerus integer, et faciarnus hoc integrale aatisfaoare aequationi 

I. f'ü.fi&Qiu m B k f o 'u.ft<u,0)du 
in qua B k est functio data numer! fc Porro aeoipiamus Seriem infinitam: 

2. £>f{% 0) -M, A«> 1) + *i f&> 2) + .... etc. = Q{u) 
cujus summa <&(«) per funotiones notas exprimi possit. Quibus posftis erit: 

fju<j>{u)du, 

« 4 0 / 0) dtt + 1) + >!, / VA«; 2) itt + • etc. 
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et per förmulam (1.) 
f o *U<P(u)du mm j rb Uf(tt,0)du[A <) B l} + A l B l +A 2 B 2 + .... etc.] 



BIVG 



f a b UQ(v)du 

3. A ü B ti -\-A l B l -\-A 2 B 2 + • • • • — • 

f Uftu,0)du 

Hac methodo si series aliqua per integralia deGnita exprimenda pro- 
ponitur, factores certi A , A , J etc. a termiois singulis sunt scjungendi, 
iique ita sunt accipiendi, ut seriei (2.) summa facili ncgotio possit inveniri; 
eo consilio etiam functio f(u, k) apte eligenda e»t, postea superest ut functio V 
inveniatur, quae satisfaciat aequationi (I.). Generaliter igitur cujuslibet seriei 
summam per integralia definita exprimcre possemus, dummodo functionis 
U determinatus idonea succederet. De hoc vero problemate, quod diffi- 
cilioribus adnumerandum est, et mcthodos sibi singulares poscit, alio loco 
commentari nobis proposuimus, hic autem ex cognitis nonnullis integrab'bus, 
quae aequationi (1.) satisfaciunt, serierum infinitarum formas quasdam, per 
integralia definita expressas, inveniemus, et tbeoremata nonnulla methodi 
modo traditae auxilio deducemus. 

Primum aocipiamus integrale J tl~ u .u a + lr ~ l dtt t quod CI. Gauss de- 
signat U 'a-\-/i — 1), cujus nota est formula reduotionis: 

4. 'jf* r* t»^*- 1 du mm pt(a+l) .... (Jt+k— l)f* e-* w— du, 

quae comparata cum aequaüone (1.) dat V = e - "«"- 1 , f{u,k) = u\ 

Äi = a(a+1) (a + *— 1), quibus valoribus substitutis in aequatioui- 

bus (2.) et (3.), habemus 

Tbeorema I. „Si cognita est summa seriei 

5. A 0 + A l u + A 2 u> + A 3 u i +.... = PC«) 



f*r*tf- x $:u) du 

6. 4rf a J I +a(«+l)^i+«(«+iX«+2)4, + ,... = ^ ■ 

g-*W~ l du 



sire 



7. ii+ai, + a(a+l)i 1 + .M.etc.= ir ^^ e- u u°- x ${u } du." 
Hujus theorematis usum exemplis nonnullis explicabimus. Si ponitur 

$(tj) = OM(tJ.taDg*), «*tii,= 1, J, = 0, ^=-i^, A s =0, 
dL M. Bd. XV1L Hft. V 28 
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» 

A 4 sb 4- /"y^ e, c» itaque per aequationem (7.) 

■ 

faujus autem serieisummaro not am (cos x) a co«(ax) substituentes babemus: 

8. / « _u u 3-1 cos (tt tacg x) rfw = Il(a— 1) (cosx)° cos(ctx). 
Simili modo, si sumitur <P(«) s= sio(« tangx) unde 4, = 0, 4,==—^, 
«4,=s0, A r = — ? etc.,, est per aequationem (7.) 

et quum hu jus seriei summa nota sit (cosx)" siuax, sequiturr 

9. / «r"«"" 1 sin (« tangx) </tf = U(a— 1) (cosx) 8 sin(ax)r 

Integraüa duo, (8.) et (9.) , quae theorematis auxilio inrenimus, jamdudum 
a geomotris inventa sunt, et variis modis demonstrata, attamen haec de- 
monstratio nostra eo videtur alits praestare, quod quantitatum imaginaria- 
rum ope dou eget, et pro quolibet valore positive», integro vel fracto nu- 
meri a, aeque valet. Generaliter si quantitates A», A t etc. ita aeeipiun- 
tur, ut non solum <p(u), sed etiam seriei A il + (LA t -\-aL(a.-\-tyA i + .... 
summa per funotiones notas exprimi possit, integralium definitorum va- 
lores inveoHintur. Ita si pomtur p(u) == coa(2 f(xü)) t est A»= l f 

Ä t = A 2 = i £ A 2 > et0 * idco< I ae 

,0 - l -ff+TTxr- = n^/ v «"«»<^(*'<>><'« 

praeterea si pomtur a = $ , baec series transit iu evolutionem ipsius e~* r 
et fit ri(a— l)=ri(— i)— fx, fo»«jue est 

/ V u «-i cos (2 f(xu))du = fx.tr*, 

si?e posito u — v 3 et x = *'.' 

fj<r°' co% (2 zv) do = ^" f* . . 

Aliud) tbeorema deducemua ex integrale 

VT** - 
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i 

quod banc habet formulam reductionis: 

• ... /v-(4r,«=^/v.(4r,. 

Per oomparatioDem hu jus formulae et aequationis (1.) habemus pro hoc 
ca.u f(u f *) = *», U = u°-i(l±) ß -\ D k = (^)\ itaque ex aequatio- 
nibus (2.) et (3.) sequitur 

Theorema II. „Ex eognita summa seriei 

13. + + + = <P(") 

sequitur 

/ 0 '«- , (4r < P(») rf « 



><• 4<+ (^) 4+ (jqpä) ^» H = " / ' _■ S < \ 



Exempli gratia aocipiamus 

*>(«) = t-aTcos^+x»»» = oos3w + .... 

unde fit Jo = *co8w, ^ s= cos 2 w , -4 2 = x,cos3u) etc., itaque per 
aequat. (15.) 

lft X COS W . X* COS 2 M , »»cos3ft> , 



i r u vir) <* «"•»-»'«)«*« 

f^Ä)J 0 l-2xucos« + x» «» ' 



Idem integrale, cujus ope theorema II. inventum est, aliud nobis 
theorema praebebit per formulam 

quae, cum aequat ioue (1.) comparata, dat; 

ex quibus Substitut» in aequat. (2.) et (3.) sequitur: 

Theorema III. „Per cogoitam summam seriei: 

18. 4,+4i«l4+^.(«4)*+'" = • (•/"S")' 

habetur Im jus etiam seriei summa per integralia defioita expressa: 

28« 



Digitized Google 



214 IL Kummer, de integralibus deßnUis et $eriebus infinitis. 

10 4 1 L£ a ± il£±3£ A 1 - / i "^( f »r i y("4)' f " 
iy - [s+ijw 4+ y* 1 «.-«(» iy Q ~ — 

sive 

. -ir^r/'«-(4r»(-4)'* 

Hoc theoremate uti possumus ad inveniendam summam seriei 1 -f. «■ 
+ fr + 47 + ••••» nam s» sumitur a=l, ß=l, et ^)(m/^) =e ru, i = fr UJC , 
est 4>=1, A = y> -^2 = etc *» **9 ye P 61 " aequationem (20.) 

Hio etiam illud theorema reeipiemus, quod in hoo diario tom. XII. 
pag. 144 jam prosuimus, eoque ad integralia noooulla invenienda utemur. 
Quem ad finem consideremus integrale 

yV-^l-«/- 5 - 1 du, 

quod hoc modo per funetionem II exprimitur, 

et hano habet formulam reduetionis: 

Quae 8i comparatur cum formula (I.), est /*(«, Ar) = «*, 

iisque substitutis in aequat. (2.) et (3.) babomus 

Theorema IV. „Ex cognita summa seriei 

23. 4> -f- Ä t u + At ü 1 + 4,«'+ . . . . = <p(«) 
sequitur haec summa seriei 

24. 4. + +..... £^ (l _ % r~ iu • 



SIF6 



25. 4, + ^.^+ Jj+ j> J 2 + . . . . 
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Aequationi (25.) ponendo « = 8ln , u bano forma m dare possumu« 
26. 4> + + ßlß+l] ii + •••• 

Nunc b! ponitur <P(sin l r) = cos(2ßt), ex evolutiono nota 

«.(Iß.) = l-|4*>.+ W+M'|=i> - ... . 
sequitur Jo = l, ^ = — J 2 = + M±^^ll etc. quibua sub- 
stitutis in aequatione (26.), est 

1 — rr+ — rro — — 

bujus autem seriei summa per funclionem n assignari potest (vide Gaus* 
disquisit. gen. c. Seriem inf. etc. pag. 28) 

5. |.i.2 AUß-i)iH-«-k)' 

iode aequatio (27.) transit in hanc: 

y o (sine) (cosr)^ cos(2ßt>)<fp«= Il^-i)n(-a-J) ' 

haeo expressio per formulas fundamentales fuoctionis II non parum sii 
plificatur, et form 
quo facto prodit: 



plificatur, et forma m simplicissimam obtinet, si mutatur a in y , ß in — ^— , 



c ™n(«-i)n(/?-i) 



o («opr^ooi^coaCa+ß)^^ = „(«+1-1) 
Simili modo si in fortmila (26.) ponitur 

»<*•■> - §Ä 

ioTemetur integrale 

? »in^n>-i)n(/?-i) 

29. y o (sinpr'Ccos^'sinCa^ßjp dv = n(«+/»-l) * 

Sed facile etiam boo integrale ex ilio deducitur, nam si in illo v mutatur 
in y — v, a in ß et ß in a, prodit 
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n 

cos (tt + ß) -J^ * (sin r)- 1 (cos v¥ cos (a + ß)vdv 

» cos £?II(a- 1)11 (5-1) 

+ sin(a+ß)f-^ («n»r , (o M r/- , «n(a+ß)» <*t> = n(a + /j-t) 

ex quo per formulam (28.) sequitur 

J^Qänvr* (cos»)*- 1 sin (a+ ß) v dv 

_ (cos ^ - co» ^ cos (a + ß) -|) n (a -1) II tf-l) 

sin («+/?) *II(« + /?-l) 

quae formula cum aequatione (29.) ideutica est, quia 

ßn an Ä « . 1 

co9 <_ es — c«(« + /*) T bj| 

= WU-2-. 

Aliud integrale theorematis quarti ope invenitur, pönendo a = {, <P(«in 7 r) 
= cos (7 v) , iode per evolutionem notam 

"5" '2" 2" (lT "^"0 ~ (lT ~~ ~0 
cosCyr) = t—j^-ain«^ r-j-f-^ sin«*-.... 



7 r 



f(i+0*(f-0 



4,c=l, 4 jTT"' |.1.2 

quibus substilutis prodit 

, 2 ' 2 , 2 V2 2_) 2 \2 V 

et quuui hujua seriei 'summa per fuoctionem II exprimi posait hoc modo: 

n(ß-i)n{ß-i) 

n(^+|-i)n(/9-|-i) 

tnp+{-i)ny-f-t) 

denique si ß mutatur in et n(|) n(^) translormatur in 
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fjr.'2- !, n(ß) t hoc integral* acclpit formam: 
30. /'(ocr/ccXv.) da = 

Eadem methodo inveniri posaunt intcgrali'a duo 

J" (itmvf zm^v) dt> et j j^lavy s\n(yv) dv t 

aed faciliori negotio dcducuntur ex eo, quod modo inveniraus, quod hunc 
ad fiuem ita repraesentari poteat 

et ex hoc 

f * (cos tof »in (7») d v = 0, 

cujus veritaa apont© elucet, Nam ai illud duoitur in co»^j- , hoc in ain^p, 
fit per additionem : 

ar vero alt er um ducitur in wn^ y alteruro in coa^, per »ubtractionera 
eorum fit: 

+ nr St9ia~-U(ß) 

denique ar v orratatur in -3 habemu» 



«cos^n^) 
U. / (ainr/coaC**) dv = — 



32, 7/(« n ^» r ^^>^ = ^^)^E2)* 

Kx iovento valore integrana (30,) ai>e ali» media facile deducitur 
formula roductionia: 
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f * (cos ti/+ li -« cos (y ti) du = B k f n * (COSM)*- 1 OOS (7«) du, 

in qua B x sigoulcat hano expressionem : 

„ ßlß+\){ß+2)....{ß+2k-i) 

..(/?+ y +2*-l)0?- .... (/ S-y +2 Jfc-l) ' 

baeo formula praebct theorema: 

Th eorema V» ,,Si pomtur 

33. Acos l u-f JjC08 4 tt + ^ 3 co8 c « + . .. . = (PCcos'ti) 

et 

34 R — A -L 

. />(/?+l)(/g+2)(/g+3M, , 

est 

„ f n (~»»)' ,-1 ««»(y«07'(«*' M ) rftt 
35. it — - 

J*J (conti).*-* cos (y») du 

sire 

,n(üfl)n(fc}=!) „ ? 
3Ö - R = — «n (f Li) To (^^-'^(v^^Ccos^jd«:' 

Hu jus theoromatia exemplum aimplex haberaus ponendo ß = 1, 7 = 2a, 
<p (cos'«) = 008 (2 s cos u) unde 4>=1, ^y, ^= + ^33 «*c., 

quibus valoribus in aequatione (36.) subatitutis est: 

37 * *~ d+«)(l- «) + (l+«)(2 + a)(i—)(2- .)-•••• 



2« 



n 

ycoa(2aw)co8(2£co8w) du. 



Aliud theorema deducitur ex formula 

St M 

/ (cosr/-«-' cos(ß+a+2Ä— 1)r rfe = Jl,/* T (cosr/— '(ß+a-l)* di\ 
ubi 

quae per aequationem (30.) sivc alüs modis facile demonstratio. Per com- 
parationem hujus formulae cum aequatione (1.) videmus boc casu statuen- 
dum es9e 
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flt»,A) = oot(ß+a+2*-l)«, r=(oosu)^% 
qui valores in aequahonibm (2.) et (3.) positi dant 

Theorema YI. „Si cognita est summa seriei 
Jß^oos^-l)«^ 

39. 4.- 7 4i+ ?öf pj4i — 

sire 4/0 

Hoo meoremate si uti Tolumns ad inremendam \ II Hilm seriei 

+^+1)1.2 +•'"' ßori deb6t a== * ** 4> = 1, J<= — |7I» 
A , — -f- | ^ g eto. , ! t aque invenienda est summa seriei 

?>(«) = <«Cß-ü— + J 'n'fita ) ' - • • • • 

per methodos notas deriratur ex hoc 



+ x e-iV**** «os ((ß— |)« + 2 cos«) , 
in aequat. (40.) Substituts habemus 

+ mk* +•-= t&fäj? <* 

Funotio <P(ti) duabus partibus oonstat, quae inter se non nisi signis oppo- 
sitis quaoütatis /x differunt et facile patet, si utramque partem seorsim 
integramus et in. altera pooimus — v.loco V, baeo duo iotegralia non ntsi 
limitibus differre, qui pro altera sunt — ~ et 0, pro altera 0 et +2"» 
Iis fgitut integralibus in unum conjunctis habemus 

= ^g|g"j|y ^(0W uf~* — cos(((J - 1) u -2 /> cos«) <*«. 
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Revertamur ad integrale supra üiveotum aeqoat. (11.) 
f j a— coa(2*p) d» — r+* 

quod powto z = <t]/(l±) transformatur ia 

in de, si ponltur a-f k looo a, deduritur haeo formula 

42. jT"r*«.(»(«+*).^))<« 

= j"+"^V'oo,(2«« l l/(ji))ir. 
Haee formula novum nobis theorema notatu digtuubnumpraebebit. Nam per 
Cooperationen» cum aequatione(l.) habemas A^*)= co«(2(a+*)tY(*-))> 
t7 = <r", Bt**? 1 **** itaque ex aequationibus (2.) et (3.) sequitur. * 
Theorema VII. „Si cogmta est summa seriei 

43. 4,oo8(2 a ^(zl)) + ^oaa(2( ft +l)^(/|)) 

+Aoos(2(a+2)i»l/(/{)) + .... = 
habetur etiara hujus seriei summa 

44. A.+A„^ + A.f^ + A, l r-+....= T y T^\ 
sire 

Hujus theorematu auxilio inreniri posaunt summae serierum, seoun- 
dum eas potestates quantitatis q diipontarum, quaram exponentas in Serie 
arithmetioa secundi ordinis progrediantur. E/usmodi seriös aliquae persim- 
ph'ees in thooria funotionum elUptioarom reperiuutur, ad quas prae oeterts 
raethodum nostram apptioabimus. Quem ad finem accipiaraus 

P(v) m oo«(2Pi > V , (?j))+«ooa(2(ß-1)«|/ r (/I)) 

+ ^«-(2(ß-».^i)) + .... 
cujus senei summa est H 

*, "WH))-" feW^g 

i-2*cos(2t>|/(l-i))+*» 



Digitized by Google 



11. Kvmmier, dt i/UtgraUhit dtßnitis et stritbut injinitU. 121 

trade est A 0 — I, = x, 4, = x* etc. , a ss — 0, iis valoribus in aequa- 
tione (45.) substitutis haberoua 

46. l+x^+x'^ + a-y-v-f..., 

= ^ />- g [~ fr fr ^ 7)) - « - (*< ^7))] rf r 

y^/o I-2xcat(ay/(li)) +** 

ef, si ponitur x = *?*, 

47. t+*f+«f*^+^+*V+'V 

l-2x^c« S (2r|/(il))+* a ^ 

Quantität 0, que iu altera aequationis parte non inest, ex arbftrio potest 
eligi, attamen Dionendum est, eam ita acoipiendara esse, ut x — vcf* sit 
unitate minor, ne fit series divergens. Integrale forma m «implicmi- 
mam obtiueret poeito ß = 0; tum vero in hac formula quantitati z valo- 
2 = 1 tribuere non lieeret. Qua de causa accipiaraua p = i, et po- 
... praeterea * = +l et « = -1; unde obtinemus has series 

48. l + f + ^ + ^ + ^+.... 

rnf-qJo i-2 ? co 8 (2 V ^(zi) + g» 

49. 1-9 + ^ — 9» + ^—.... 

,-.[ M (,y(,i)) +<M (W(.i))l fr 

i+2gc M (2 0 y(£y))+ 9 » 



2 * 



duas invenit Cl. Jacobi (Fund, nova theor. f. eil. p. 184) 

übt quantitates q, K, et ä' ita a variabili Ar pendent, ut sit 

d ff f* J 9* 

J.X' 



29» 
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Simili modo iu theoremate VII. aceipiamiis 

P(v) = c M (2(ß-l)i)]/(fi)) + *oo.(2(ß--3)t > l/^|)) 

+*'coa(2(ß-5)*y^~)) +•••• 
uode tequitur a = — ß et A 0 = 0, Jl, = 1, = 0, i,sf, ^ = 0, 
J 5 = x v etc. Seriei <P(t>) summa facillimo mFeuitur 

m (20f-l).y(4) (20J+1) v)/(l±)) 
<P(„) - L——— S__, 

lode per aequationem (45.) habemua 

_ />" ^[co.(2(^-l)v|/(/l))~x^(2^1)^(|l))] 

pouendo x = zq/V et ß = l, et multiplioando per 9*, fit 
51. f+a^+sV+aVH 

W f i-2x a *c W (4u/(z-i)) + xV 
ai ? mutatur io baec formula tranait in baue 

52. Vh + * Jy +« t ^ +«• /v+ .... 

r*[t~f~{*v]/(l±))] 



na 



0 i-2x 9 cos(?v^(/-I))-fz*g» 

deoique pouendo Kai et * = — 1 babemus aeries 

53. ^ f+ ^ + ^+^+.... 



2 ji /.- ^fr-f (*V('-S))] 

wy. ._, f «(,.y(.i))+,.*' 



S4. J- f _}y+/-,i»_$Y»+.... 



. 1+2, «.(2.^(1!))+,' 



4*. 
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quarum älterem Cl. Jacobi invenlt 1. c. 

Eadem methodo inveniri posaunt summa« serierum generalioram 

0^£f) ss 1—2700«*+ cos4* — 2?» cos 6* + ...., 

H^f) == 2/-?. «in*— 2^.tin3*+2/Y*.sin5a:--...., 

quae in theoria funotionum ellipticarum plurimum Talent, quarum rero 
expresaonea per integraüa oefiniU, quum mini« simplices evadant, hoc 
oinmittimuR. 
Ex integrali oognito 

prodit* 

Theorama VIII. „Si ponitur 

56. 4,+^« + ^*+^«'+.... = W«Ö 



57. 4,«#+4.l($)+Al(S$D +....-/ , S^2f*MW 
Cujus theorematis exemplum notatu dignum obtinemua 
<P(«) == l-«-f + .. + «*• = f^—» 



haeo summa logarithmorum oolligitur in unum logarithmum hujos producü 

/f(/y+2)....0»+2/i;(a-f.lXa+3)....(a+2n— l) 

et, si auotore Cl. Gokm ponimus 



rr h .v', _ 1 .2. 3.». . Hr. fc* 

hä*; ■ (x+i)(«+2)....(«+*) 



hoc productum ita repraesantari poterti 

•*(„+., f-i)n(*«?)' 

itaque est ^ 
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si numerus n ponitur infinite magnus, tub integrationis signo cra- 

nesdt et TT(n, *) Iraniii in II(*0 unde fit: 

Ex hoc integrali, quod oovum esse putamus, Sequilar etiam casus specialis 

«• ./Tfög'— '(«-«¥")- 

Aua etiam theoremata pennulta ex aliis mtogralium definitorum va- 
loribus et reductionlbus oognitis, seoundum methodum generalem supra 
traditam, deduci possunt, quae ?ero omnia coüigere longum esset, Imo 
ea, quae bio dedimus, taoquam exempla methodi generalis suffidant. Hio 
autem theorema aKus geoeris addere plaoet, quod quod am modo cum Ulis 
conjunotum est, eorumque auxflio demonstratur. 

Theorema IX. „Si funetio quaedam patitur hanc formam evo- 

lulioois 

62. <f)(C0S 4 ll) = 4,+ ^iC08 t tt + il a CO« 4 ll + il,COS*tt + .... 

et eadem funetio evolvitur in Seriem hujus formae: 

fl , ^, - x p , fl t ctsw t B, to*2u , B t <*sSu t 

eoefneieotes B oy B,, B if etc, ita per integralia deünita detenninantur, ut 
lit geoeraliter 

64. JJ AÄ l/ %? (2cos«) fc - , cos(A + l)«(p(cof , t<)itt.- 

Cujus theorematis demonstratio innititur fbrraulae 

mM , xM 1.3.5. ...(at-l)/. , 2k t*u , 3t(2t+ l) a*2u \ 
65. (cosn) — 5^o r 7777~2"F~~ \ ■ i+1 ' 2cösü ' * ** v* 

quae ex. formula generoliori, quam proposui in hoc diario (tora. XV. p. 161. 
form. 13.) faoile deduci tur. Nam si in aequatione 

(p(oos , n) = 4 ) + ^ 1 cos*« + i4 4 cos 4 « + .... 
loco potestaturo cosinus subsütuuotur earum expressiones, quas aequatio 
(65.) praebet, est 
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65. 0(COS*U) = At 

i 1 i/iii eosu , 2.3 c«>2u , 2^.4 co»3* \ 
+ "2 V 1 + Ttc^Z + 23*(2^T* + X3^ (T^ +—V 
4 cos ü . 4.5 co» 2k , 4.5 6 cos 3a v 
+ £1 M J + J + 34 ' j(2 ca. «) l + 3Ä5 • <2cos u)' 

etc. 

quae evolutio oomparata cum hac: 
fei 

6«. «-A+^+Ipl+ra** 

67. B, = 4^ + i^^lxO^**'*' 
__ t> 1 a i 1«8 4.5 j i 1-3.5 6.7 j . 

68. Ä, = T A+ 24 3^+2X6-43^ + 

et facile iutelligitur esse geoeraUter 

69. ^ = 2^ + r4'i"^ + 2T6' 4J~ 

cujus aeriei terminus generalis est: 

l^....(2 P -l).(/»+P>fl)(ft-fp-*-g)-4*4-2p-l) 
2.4.ö....2p.(p4-i)(p+Ä) — ^P+i> ' 

qui facile transfoxmatur in banc formam ehnpliorem 

qaare aeries B h haue formam Indult: 

70. B A = x + ^a^" 1 " "2«. 1.2 4i+.— 
Hujus aeriei summa per theorema V. deducitur ex hac 
^ (coa»ti) == -4, + -4» cos 1 « «f A cos 4 * + • 
nam ai in aequationibus hujus theorematis V. ponitur ß = Ä-f 2, y = A +1, 
Jo in J,, 4 in 4, ^ in 4 etc., et (ftcoa 1 *) in ^(cos l u) prodit. 

4+ ^ + e+jw+2 .^ , ( «../4. <B , l * + i)« +( «. *)««, 

itaque est 

B * = ^^ T (cosu) A + , cos(A+l)w^(co8*«)rf«, 
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quum aufm sil f^f^ . «t 

B h t (oog«)*- | o M (Ä+l)tt<P(cos t K)rftt 

- Ä ^ (ooifi)*- 1 cot(A+1)u <*«, 
et quia pro qnoTis valore positivo numeri h est 

jr 

^ 1 (001 Ii) 4 - 1 008 (Ä +1) « <J W = 0 

fit 

Tl. n h = 4 /*Ci«MföH«i(*+i>»^(«^«)^tfc 




IV. tive V. ' 

primi per integrale 

unde eluoet primum ooefiBcientem sequi eandem legem ac ceteros. 

Notatu digua eit reiatio quae toter coeffidentes ha min 
locum bebet 

72. <P(co 8 a «) = l?o+B 1 ^ + ^^+A ( -^i+.... 

et 

73. (f)(oos 3 w) = C 0 4-C^oo»2«-f C, oos 4« -fC, eos6« + ...., 
nam si in aequati'one (71.) looo 4>(oos*«) baeo series «ibstitaitur, fit 

n 

74. B k m - / T (2oo»w) A - , co8(Ä+l)tt(0 ) +Qoo«lltl+a oos 4« +....)<*», 
tibi integrandi sunt termlni singuli bnjus formae 

^^oostt^cosCÄ + ^noosCaArtt)^ 
quod integrale dividiüir in baeo dno 

±f o ? (2co8tt) l l cos(Ä+2it+l)ttifa+ |/ f (2oot»)^ooe(Ä-2*+l)ii du, 

quae vecundum formulam (30.) hoc modo per functionem II 

n(ft-i) . n (?»-t) 
n(A+*)ii(-*-i) nCA- *) n(*-i) 
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prior pars Semper evanrscit, quia A— l) = oc, pro quolibet numero 
integro positivo k y altera pars evanescit si Ä — k est numerus positivus, 
•ive si *>Ä, si vero k<h abit in 

(A-l)(ft~2)....(ft-Jl+ 1) 
1.2 — i> ' 

itaque est 

i/ i ;3 c MO ,.-.c..c* + ,)« M . (2 *.) rf „ = <^-L^£±L>, 

imle aequatio (74.) transit in bano 

75, B h = C. + ^fi-f (A - 1 1 ) ^- 2) C i +.... + C A 
praeterea, qtifa terminus primus seriei (73.) exprimitur per integrale 

C 0 = - f*${w**u)du 



•ß 0 BS Cu, 

itaque coefficientes evolutiouis (72,) facillixne ex coefecieutibus seriei (73.) 
ioveniri possunt. 

Lignicii, m. Majo, a. 1836. 



CWSUT« d. M. Dd. XV II. Bit J 
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12. 

De integralibus quibusdam definitis et seriebus 

infinit is. 

(Andore E. E. Kummer, Dr. pbil.) 



Iotegralia deficite, quao nunc tractare mihi proposui, aretissime conjmicta 
sunt cum seriebus infinitis, de quibus egi in commentationc hujus diarii de 
serie bypergeometrica, Tom. XV. pag. 138 sq. quas, ut faciliori modo re- 
praesentari possin t , his signis functionalibus desigoabo : 

1 4 i ».« i a(a + i). x* , a(a+ 2). x* , —irsr„a ^ 
1+ JÄ + ß(fl+ 1).0" T 1.2.3 + 

2 * 1 + i^T + «(«+!). 1.2 + a(a+l)(a + 2). 1.2.3 — 

a.ß a{**\\ß(ß +i) a{a+l)(amß(ß*\)ißW , _ , - c 

*' 1— 17i + O^* r.lTJTx 1 r 

Inde carum serierum transformationes looo citato inventae hoc modo ex- 
hiberi posaunt: 

4. <t*(a,ß,x) = «*. <P(0 — a, /3, - *), . 

5. ^(a,x) = e± s ^<p(a— i,2a— l,±4^x), 
quae formuta eadem est ao 

6. <P(o,2o,x) = 0 f^( Ä+ |.,^) 

Quibus praeparatis primum quaestionem instituam de integrali 
ex quo sequitur 

u 

per differentiationem quantitatis tt~ ä ,g- m .e~* est: 

rf(w»- , .e- 4, .c~ ir ) 

= — «-'.*-". «""=" tftj + (a— 1) e~ ■ du -f ar . W' \ f \ e " du, 
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et per integrationem intra limites 0 et ao 

0 = —f " w"-\ e~ u . e~»du-\-(a—\)f* u°" 3 . <r\ e~ ^du 

+ ^V J . e u .e~^du, 

sire quod idcm est 

Aequationis hujus integrale oompletum per series, quas signo functionali 4> 
desigoavimus, faoile iavenitur 

10. y = A.+(l-a,x) + B.x*. + (i + a t x) 9 
ubi A et B sunt constantes arbitrariae. Inde sequitur integraÜs propositi 



J * u a -\ e~\ e" u du wm A . 4^ (l— a, x) + B.x". ^(1 + a, x). 

Constantis A determinatio facilis est; nam si quantitatem a positivem ao 
cipimus, et ponimus x = 0 , habemus 

f**f~ l - W* du = 1 

sire 

A = n(a-l). 

Ut eodemmodo constans B determinari possit, integrale y per substitutio- 

nPm tt = — transfbrmari debet, im de fit 

v 

f* u 9 ~ t .<r*.*~ * d* = x" J % \- a -\e-\e"~ dv t 
bao integralis trausformationc adbibita aequatio (11.) transit in banc: 

/ t>-°-\e-\e 1 dv = A.x—Js(l— a,x) + B.^(l + a, x), 
inde, si quantitatem a negatiram aocipimus et ponimus x = 0, habemus 

f Q V-"- 1 r-dv = B 

sive 

n = n(-a-i); 

quibus denique constantium valoribus substitutis est: 

12. / if-K^.e u rfu = n(a— l)^(l—a,ar) + ri(— a— l;x°^(l-f-a,r). 
Ab hac constantium dcterminatione dubia quaedam removcnda sunt, quae 
inde oriri poasint, quod constans altera inventa est posito a>0, alterius 
vcro constantis determinatio bypotbesin contrariam poscit. Attamen ap- 

30» 
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paret eas conditiones superfluas fuisse, si in constantibt» determinandis 
non ralore x = 0 , acd aliis quibuscunque valoribus positivis usi essemus, 
neque alios iude constantium valores exstitisse. Praeterea mono ml um est 
formulam (12.) non valere nisi x sit quantitas positiva, alioqni integrale 
illud iufinitum evaderet; si vero x est positiv um hoc integrale valorem 
finitum habet, quaeounque sit quantitas a, positiv a seil negativa. 

Ex bac formula (12.) aliud integrale deduci potest, quod per seriös 
duas formae P(a, ß, x) exprimitur. Ponendo xv loco x, multiplicando 
per e~ v .vt- l .dv et integrando intra limites 0 et oo, est 

+ n(-a— i)& +(i + a,xv) dv, 
integrationes secundum variabilem x> fecile peraguntur; est enim 
f m &-*e*+(l — a,xv)dv = II(ß — l)<p(ß,l — o,ar), 

qnod integrale ponendo loco « mutatur in 
quibus denique substitutis habemus 

quae formula, mutaudo a in a— ß, in banc formam commodiorem redigitur 

x- f u°-*.e-»\ du 

Quia aequatfonis huj'ns altera pars, quanthatibua a et ß inter se permuta- 
tis, eadem maiiet, esse debet 



- . 
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Si ad formulam (13.) transformatio applicatur, quam aequatio (7.) oon- 
tinet, est 

Quum series [a, 2, x) ad classem serierum semiconrergentium per- 
tineat, neccssarium videtur formulam (15.) dcmonstratione singulari mu* 
nire, e qua simul prodeat, per eomputationem numeri certi termioorum 
primorum hujus seriei valorem proximum integralis hujus inveniri. nut;m 
ad fioem adhibeo aequatiooem cogoitam 

T-+ 1.2 ~ -••••(—!; n2....t*-i) ^ 

— i.2.3....* */ 0 (l-h-wy+i - » 

ponendo « = — , multiplioando per v*~ l .tT" .dv tum integrando ab c = 0 
usque ad pss» et diridendo par II(a — 1) fit 

16 * + T277» ^ 1.2.3. ...(*_!).*« 

1 ^£^j; (— l) i ß(ß+i)....(ß+k-i) S»n° (1— w)»-'.yH4-i ,-«.</„,«/„ 

hoc integrale duplex cum coefficieate suo errorem indioat, qui committi- 
tur 81 integrale 

1 W 've nuod idem est, 



per seriei illius terminos primos, quorum numerus est Ä, oomputatur. Si 
* tarn maguum est ut ß + k sit positiVum il la quantitas, quam erroris no- 
mine designavimun, Signum mutat simulac Ar transit in A+l, sive, si seriei 
illius terminorum certus numerus computatur, haec summa aut major est 
aut minor quam integrale quaesitum, si rero termious subsequens seriei 
adjicitur, haec nova summa est minor quam integrale quaesitum, si illa 
major erat, et major est si illa minor erat. Itaque summae, quas series 
illa praebet ahernatim sunt uimis magnao et nimis parvae, atque eluoct 
valorem proximum inreri, si computatio usque ad terminos minimos seriei 
extendatur. Eadcm res ex aequatione (16.) hoc modo 
potest. Manifest o pro positi?o ß + k est: 
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et 



f'j^i-uf-i.trw+^dvdu = 

ergo error, qui per integrale illud duplex exprimitur, semper minor est quam 

/?(/?+!).. ..(ß+k-i)ll(a+k- t) 
1.2.3.... *.II(a— l)x* • 
qui cum sit terroinus primus negtectus, sequitur errorem semper minorem 
esse quam eum terminum seriei, usque ad quem summatio extendatur. 
Posito ß = l— a aequatio (15.) transit in hano: 

quibus seriell» seoundum formulam (6.) transformatis , est 

- fe? : »0 + 5^ * (I + * fi) 

porro si ar mutatur in 4 /je, a in a+{, per reducliones pauoas habemus 

, 7 . ™g£*ir f '/ m &+*r+.r**'. du 

= n;a— 1)^(1— a,x) + n(— a— l)jr°^(l + a,x), 
inde per comparationem cum formula (12.) sequitur 

/•*-•'-•«-*•<« = nfr^'T »*^-*-'-*-*» 

ex bac formula, aut si mavi« e formula (12.), posito a aas £ , faoile dedu- 
«tur valor persimplex integrulis 

18. r e- \e-^.du == ^.<r ; "*. 

Intcgraüa, quae modo invenimus, applicationes multas babent in anal/«, 
ex. gr. in integranda aequatione Riccatiana, quae per »ubstitutiones faci- 
les in formam'acqiialionis (9.) mutari polest; in iis autem nou immora- 
l'or, sed de alüs etiam integralibus similibus quacstionem instituam, quo- 
rum primum accipio hoc: 

tr 

19. z = I rosr 8 ~ l .co«'. [I xtangv-j-ßv s ,dv. 



Digitized by 



12. Kummer, de integralibus quihusdam thfnith et seriebut infinitis. 233 

Quantitäten! x semper positiv*» accipio, quum ejus Signum negativum in 
cjuautitatera 3 transferri posnit. Per differentiationero quantitatis 

cos^'.sindartaDgtJ + iSr) . 

est 

rf(cos V- 1 sin J?tang v -f ß r)) = — («— l) cost^ 2 . sin v. sin (f.r tangu+ßt?) de 

et integrando intra limites c=^0 et r = | 

20. 0 = — (a— l)^ y coac ffl - 2 .Binr.8in(ia:tangt? + 3p) < /i; 
+ ~ f cos t>— J . cos (I x tang 0 -f ß v) dv 
+ cosc-'-cos^artangp + ß^rfr, 

porro est 

TT 

-^r = — i^'cost^-'.sino. sin(J*tangr + ßp) rfc, 
3i» Ä cosf> a - , .sin» , .cos(ixtangtJ + ßp)rfp, 

itaque 

*" 4 0 = t / ,l oosr a - i co8Ga ? tangr+ßr) <ft?, 
quibus substitutis aequatio (30.) transit in hano 

21. O = (x + 2/3) 5 + 4( a -l)||-4x0, 
baec aequatio per substitutionetn z = e 7 y transformatur in baue 

cujus integrale completum est: 

r _4*(Ä=fü,t-*.)+*«.*(äffc!,i + *»), 

X 

et quia *= « est 

22. A^ooio—'.cOT^jrtongc + PcJdi» 
-^(«=-tJ f ,_,,,) + Ä- .,(«i-±!, 1+lfc ,). 
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V on 3 i an Iis A determinatio facile obtinetur ponendo x = oo ei a est 
titas positive, aWorius vero constantis determinatio artificia pcculiaria pos- 
cit ; ulramque simul constantem obtinebimus bao methodo. Aequatio (22.) 

muliiplicetur per x 1- '«"" 2 dx et integretur intra bmites a: ==0 et xssop, 
quo facto est 

23. ^ ^ cos »•"*' . x 1 - 1 e~ J oos (J ar fangt? + ßi>)dc dx 
fja^>.e-*(p(£=p± f \-a,x)dx 

+ V*-» <r* <P (^iyü, 1 + a, x) dx. 

Omnium horum iotegralium valores per funotiones notas exprimi possunt, 
est enira 

r x°~\€-*.${a, b, x) dx = n(c- 1) F{c, o, b, 1), 

«V o 

ubi F designat notam seriem bypergeometrioam , qua per functionem n 
expressa est 

f\r-t e -*(b(a.b x) dx = nfc-i)n(t-t)n(a-— c-t) 
j o x .e-*y{o,o,x)ax - nib _ a _ t)Ulb _ c _ l) , 

porro est 

f " x^ l .e~*.CM(ixtaingv + ßv)dx s= 2 1 n(*— ^cosr'.cos^+ß)*, 
unde illud integrale duplex transit in hoo 

n 

2' ^(^--i)^ T cost>" +^ - , . cos(* + ß)v.dv, 
cujus valor per functionem II hoc modo exprimitur 

ff. na— l)II(q + A— 1 ) 

*n(!^) !,(?+££'+>) ' 

quibus substitutis aequatio (23.) transit in banc: 

ft.uq— i)n(g+A-t) 



2 .n(^)npZL 1 +») 



haeo aequatio facile reducitur ad hanc formam commodiorero 
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m -* m {rf-4rty* _ A.n(-a)s\ a (a+X)n B.U(a) m l* 

*n(!=£=i) ~ n(-=^ö) + n(^«)' 

quae, quum pro quolibet valore quantitatis A locura habere debeat, in ha« 

•1 A.**(ari) n(-tt) 



^ natu 2 n ^ A.t,Man.TL{—q) .B.II(tt) 
e quibus facile invenitintur coDstaotium A et B valorea 

quibus denique constantium valoribus in aequatione (22.) substitutiv , est 

cos V~ l . cos (£ x tangp +ß 1>) rfr 

Hu jus formulae casus speciales persimplices sunt: 

■ 

26. ^'cosc-'.cosCxtangr + Ca-f-OrJrfp = 0, 

quorum alter obtinetur posito ß = — a — 1, alter posito ß = a -f 1 . E con- 
junctia formulis (25.) et (26.) sequuutur etiam hae 

IC 

/I ff r J f—X 

cos» 4 ^" 1 . C08(xtangr)cos(a4-J)«''rf«' — ' ^IIH » 

28. fJeosV" 1 . sin(xtangr) sin(a-ft)».<Jt> = ^'(«p 

Formulae (25.) et (26.) cum formula ab HL Laplace inventa oonseutiuot, 
quam postea alii aliis roodis demoD&trarunt, cfr. huj. diarii tom. XIII. p. 2 51, 

CreH*'< Joort»! d. M. Bd. XVII. DO. 3. 31 
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tibi CI. Lioumlle per motbodum difFnrentiationIs ad indicea qualoscunque 
inveuit 

/+» ^-Kda _ Qn.e-* 
* (x + aV-l," ~ 1» ' 

Persiroplex aliud integrale pracbet formula (24.) posito ß = a — l 

29. f\oiV- l .co*(xtangc + (a— l)v)do = 
Series duae, quae in altera parte aequationis (24.) insunt, posito ß = 0, 

fiunt $(}~2~>l — °9 *) e * ^(~~2~~> 14"*» *)i eaeque per formulam (6.) 
in series generis v/> transformari possunt. Iis transformationibus peractis, 
si mutatur a in 2a, x in 4/"x prodit formula 

rr 

10. 2 1 l y*i^ ^ f Y 008 p,a ~' • cos (2 /x tang <?p 
es n(a— 1) x) + ri(— a — l).x°. ^(t + a,x), 

inde per comparationem cum formula (12.) est 

31. 7n ^~ l) / ü * cos r'- 1 . cos(2Vx tang v) dv f * «-'. e~\ <f </«. 

Simili modo demonstrari potest nexus duorum integralium, quae in aequa- 
tionibus (13.) et (24.) continentur; baeo enim formula (24.), si ponitur 

a— ß loco a, a+ß— 1 Ioco ß et multiplicatur per — ri(— ß).2".e*. x ß t 
accipit formam 

32. an(-^).« W A T ( o cos „)■-*-«. C08 ( » * tang P + (a + ß -1) v) dv 
qua comparata cum formula (13.) cognoscitur 



33 



• r 

*' 0 



-TW • 

= £fc f 9 ^ 2 008 ' • cos ( } x tang t> + (a + ß - 1) r) </r, 

praeterea, si aequationis (32.) altera pars per formulam (7.) transforma- 
tur, est 

SS x 

34. 2g Hjj>' &mtvr^™(i*^*+(<#&-t)9)*> 
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Generaüus etiam integrale sin»!! modo tractabfmu» 

TT 

y = J «int?«- 1 . cost^-'.eosCar tangt>-f-7t?) dv 

eosque casus eltgemus, quibus per series supra citatas exprimi possit. Ouan- 
titatera x etiam in hoo integrali Semper positivem accipimus, quum ejus 
signum negativum in quantitatem 7 transferre lioeat. Difierontiando for- 
mam sin v ■. cos v : '. cos [x tan^ v -f 7 **) > deinde integrando ab «sO usque 
ad « = y, et 

0 -- / sin f»°-'. oos c* +I . cos (x tang v + yv)dv 

— ßf * sin IT* 1 , cos vP-K cos (« tang t> + 7») </t> 
— sin» - . oosc^- 5 .sin(a:tangc+7r)dfo 

— 7^ sin V . cos , sin (jc tang t> + y t?) <f r, 

ex hac aequatione, si integralia per y eiusque differentialia eiprimuntur, 
facile deducitur haec aequatio düTcrentialis tertii ordinis: 

. 35. O = ay + (y + *)g+(j3-2)0-*0, 

nunc si ponitur 

36. y = A -f A t x AiX 1 -f- JjX 1 + . . . . 
facile inveniuntur aequationes conditionales, quae inter coeföcieotes hujus 
seriei locum habere debunt, ut aequationi diQerentiali haeo series satisfaciat: 

aA+.'l.At — 1.2.(2— ß)A 1t 

et generaliter 

37. (a + k)A k + y.{k + t)A l + l —{k+\Xk + Wk + 2-Q)A> ¥l . 
Eodem modo si ponitur 

38. y = xP(D o -\-B l x + 0 2 x l + B i x 1 +...,) 
inveniuntur bae coeffioientium relationes 

• 7.0.U ü -ß(ß + l).l.Z? 1 , 
(a + ß)B u +y(ß + i)B l -( L ß + i)(ß + 2).2.B 2i 

et generaliter 

39. (a+ß+k)B l +y(ß+k+l)B l + t -(ß+k+iXß+k+2Xk+2)B k „, 
inde patet aequationis (35.) integrale completum 
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40. y = A l) + A l x+A 1 x i + (J?„ -ffl^-f J?,a? ? ....), 

nam p*T aequationes (37.) quantitatum A a , A i , A t etc. duae, et per oe- 
qualiones (3'J.) quantitatum Ii , it, , 17, etc. «ma arbitrariao manent , ita 
ut hoc integrale tres constantes arbitrarias conti ueat. Itaque, ai pro y 
integrale supra propositom restkuitur, est 

7t 

41. f •fo«""*. cos t^" 1 . cos (x taug v + yv)dv 
= 4,+ a[x + .... -f (J^-f- II, ar + II, *'+....). 

E relationibiis coefBoientium facile cognoscitur, has series et hoo 
integrale generale trauscendcntes altiores esse quam eas de quibus bic 
agere constituimus ; attamen casibus quibusdam speciaiibus cum ilKs coo- 
gruunt. Primnm, si accipimus , ■ = a-f-ß, ex acquationibus (39.) sequilur 

" 2 - 1.2.U + A(2+Ä u ' 

1,3 ~ 1.2.3(l + ft(2+Ä(3 + Ä " 
etc. etc. 

Porro, si ß est positivum, posito x = 0, ex aequat. (41.) sequitur 

? eos^n(o-i)n(/?-i) 

— 1 . cos vP- 1 . cos (a -f ß) 9 . <f t> =* — 



^ =f* %ln " ™ — ' nr«+£-i) 

eodem modo sf aequatio (41.) diflferentiatur secundum x et postea poni- 
tur x =s 0, fit 

£ eosy. II(a)n(yJ— 2) 

= — sinty o .008t^- I .sin(a + ß)v dv es ■ 

est igitur 

Al = 1(1—/?) 4> ' 
mde rx aequationibus (37.) facile sequitur 

-*» - 1.2(1-/9) (2-/?)' 
- «(a-M)(a+2M 0 



1.2.3(I-/?)(2-Ä(3-/y) 
etc. etc. 

Hoc igftur casu, quo y = a-\-ß, series duae, per quas integrale nostrum 
expressimus, ad hoc geuus serierum pertinent, quod supra per (ß designa- 
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12. Kummer, de integralibut quibusdam definitis et seriebus in/fmtit. 239 
viraus, et formula (41.) transit in haue: 

J sin p" -1 . cos tP- x . Oos (x tang v + (« + ß) r) dv 



™n(«-i)no*-i) 

» n(a+/g _ t) ^(^l-ft*)+Jt^(o+ftl+ß,*). 

In determioanfla coostante ö u methodo eadem utemur ac supra in deter- 
lnmandis constantibus aequationis (22.). Multiplicando per «*~ 1 .rf**.äf* et 
integrando intra liraites 0 et oo fit 

n 

n (71— l)/"8in r°- 1 .oo8i? /,+i - 1 . cos(a + ß + K)v de 

* 0 

co«^n(«-i)n(/j-i)n(A-i) 

+ IWß+*-l)F(A+ß, a +ß,t+ß,l), 
Msqne seriebus bypergeometricis cum integrali per funetionem II 



C09 nd -i)n (« -i) n o?+ *-i) 



2 

Il(«+/3 + X_l) 



n(«+^-i)n(-«-/?)n(-/?-x) 

, „ n(yg+i-i)n(/?)n (- ^«-A) 
+ u ü(-0)n(- 
post reduetioncs nonuuflas quantitas X, quod debet, omnino evaoescit, et 
predit valor penimpex ©onstantis B» 

quo denique substituto babemus 



n 

42. ^ T 8inp- 1 .co8i^- , .cos( a :tangt> + (a+ß)f) 



^n(«-i)n(/?-i) 



+ **» cos^n(— 1) <P(a+ß, l+ß, x). 

Formula simiiis ex Lac dedueitur mutaodo a in a— 1, ß in ß-H et dif- 
ferentiando 
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42. Jl T sin cos v?-\ sin (x tang c -f (a + ß; r) rf r 



CT 



•i»^n(a-i)no?-i) 

+ x%in^n(-ß-l)(p(a + ß,l+ß,x) 
iisque formulis iater se comparatis, cognoscitur nexus duorum integralium 

n 

43. cos-^- 1^ sin p^ cos sin (x tang t?-f(a + |3)tO<Jt? 

= sin y sin P""" 1 . cos P''"'. cos (x tang p + (a + ß) p) <J p, 
quae formuia etiam hoc modo exhiberi potest 

m 

44. y^'sinp-'.cos^-'.sin^tangv + Ca + ß)!?— ~)dc = 0. 
Notatu dignus est formuia e (42.) casus specialis, quo a = 0 

n 

45 - y 0 ihn; *p=y, 

cujus casum specialiorem , valori x = 0 respondeutem cl. Lioucille iuye- 
nit hoc diario tom. XIII. pag. 232. Praeterea o comparatis formutis (42.) 
et (13.) sine ulla difBcultate cognoscitur nexus hujus iutegralis cum Ulis 
quae supra tractavimus * 

C0S £L? n(«-t) ^. ^. ^ rfM 

* • 

= f sin p a ~'. cos P^"* 1 . cos (x tang p + (a + ß)*0 dv. 

Alius casus, quo series formulae (41.) in series per cbaracterero <ß 
designatas redeunt, est 7 = — a — p, hoo enim casu facile eodem modo 
ac snpra invenitur formulam (41.) trausire in hanc: 

n 

* sin p"- 1 cosc^- 1 . cos (x tang p — (a + ß) r) dp 

■ ««ir n(«-i)no»~i) 



sed hoc casu conatans H u alium ralorem aeeipit, quem invenimus multi- 
pneando per xr+P.€~* dx et integrando intra Ii mit es x = 0 et x = oc, iü 
integratiooibus peractis fit: 
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12. Kummer, de integralibus quibusdam definitis et seriebu» infinitis. 241 

n 

n (a -f ß - 1 )f o T sin tT* . cos v'W- \dv 

= cos^ n(o— 2) n(ß-l) F(a + ß, a, 1— ß, - 1) 
+^n(a + 2ß-l)F( a + 2ß,a + ß,l+ß,-l), 
etiam hae series bj^ergeoraetricae, quarum dement um quartum est «— 1, 
per functionem II exprimi possunt secuo dum formulam 

quam demonstravi in commentatione de serie hypergeometrica h. diar. 
tom.XV. pag. 135. Inde si integrale illud et series bypergeometrica per 
functionem n exprimuntur, post faciles quasdam reductioncs prodit: 

B 0 = B«(|-+ß)jrn(-ß— 1), 
eoque constantis valore substituta est: 

47. J q srntJ°- , .cos^- , .cos(xtaDgi?— (a + ß)»)</i> 

f0 ,^n(a-i)n(/?— i) 
= XKT-wra) <P(M-ß,-*) 

+ x'cos (f + ß) * n (— ß -1) $>(« + ß, 1+ ß, - *). 

Formula similis ex hao facile deducitur mutaudo a in a — 1, G in ß-f-1 
et diüerentiaDdo secundum variabiiem x 

M 

48. 1 sin r»- 1 . cos sin (x tang r — (a + ß) v) 

,i 0 ^n(a-i)no*-t) 
= <P(M-ß,-*) 

Hae formulae (47.) et (48.) duobus modis facile ita coojungi possunt, ut 



49. f * sin V-K cos t^ 1 . sin (x tang v — (a + ß) v + (|- + ß) d t> 



nü(a — 1)9>(«, 1— ß— .t) 
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242 Kummer, de inttgralibus quihu$dam definitis et ttriebuM infmUis. 

50. f \at>°- l .cc* vt- 1 . 8 in (x tang 0 — (fl + ß) t> + ^) <** 
• = ^ } (p(a + ß,t+ß,-x). 

In omnibus integralibus que faic tractata sunt, uti jam supra mo- 
ntiimus, x Semper esse debet quantitas positiva, si vero x acciperetur ne- 
gatinim, omoes sumroae inventae falsae esseot; in co praecipue notatu 
dignum est integrale aequationis (50.), quod pro positiro x seriei Hli 
aequale est, sed pro negativo x evanescit, cTr. aequat. (44.), 

d. Lignioii, mense aprili a. 1837. 
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13. 

Note sur une transformation generale de la formule 
fondamcntale de la mecanique. 

(Par M. Pagani h Lonraiu.) 



L'etat dynamique d'un point materiel est uV/itu par l'dquatioo symbolique 
que Ton peut ecrire simplement de cette manicro 

Dans cette equation leg lettre« x, y, z deaignent les coordonnfos rectan- 
gulaires du point materiel au bout du temps t, en supposant l'origine et 
la direction de ces lignes, fixes Jans Tespace. La lettre P denote une 
foroe accelt'ratrice qui agit sur le poiqt materiel dans lo sens de la droite 
/' mene*e de ee point au ceptre de la force. La quantitc P est positive 
ou negative seloo que la force tend a eloigner ou ü rapprocher le ppint 
materiel du centre d'action. Enfin les variations marquees par la lettre 5 
sc rapportent aux deplaoementa iofiniment petita du point materiel, com- 
patibles aveo les equations de condition qui peuyent exister entre les quan- 
tite"s x, y, z et /. II est bon de remarquer que la caracteriste 5 ne peut 
jamais affecter la variable qui exprime le temps. 

Pour un syst e de molecules, au lieu de la formule (1.) ou aura 

(2.) S mfär 8x +) = Sm2P^, 

ou la lettre m designe la masse d'une molecule quelconque du Systeme, 
et le aigne S une somme qui doit s'dtendre u toutes les molecules. Le 
aigne 2 iudique daus les deux formules, une somme relative aux forcea 
qui aollicitent cbaque molecule m, En supprimant le aigne S et en divi- 
aant les deux membrea par m } la formule (2.) devient la formule (I.). 

Les transformations que Ton fait «ubir u la formule fondamentale (2.) 
pour en rendre les diverses applications plus faciles, dependent de la na- 
tura du probleme que Ton veut resouJre et des Equations de condition. 
Cependant on peut donner a la formule (2.) plusieurs formes gdnerales et 

Ocllc'» Journal J. M. D.I. XVII. Uft. 3. .32 
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244 ^3. Pagani, sur une formule de me'canique. 

inöVpendantes do la nature de chaque question. Ces form es dcpcndent 
uuiquement du Systeme de coordonnees que 1'on adopte, et pour les ob- 
tenir plus facilement il faut eonsiderer separement les deux membres de 
la formule fondamentale. 

Oocupons nous d'abord du accond membre dont les transformations 
sont toujours les plus faciles. On les obtieudra dan* tous les cas en ima- 
gioant par le point /// trois droites rectangulaires et rcspectiveraent paral- 
leles aux elemens des nouvelles coordonnees de ce point. En dcsignaot 
Sa, Sß, S y, les Variation* des nouvelles coordonnees, et par A, B, C les 
sommes des projections alg^briques des forces 2P sur les droites paral- 
leles aux Clemens Sa, Sß, Sy; on aura 

Sm^PSp = 8m(Ata + BSß + Cli) 9 

ou simplement 

3. SrnSPSp — $jn(A5a+). 
Les forces A, -j~ » scront positives ou negatives suivant qu'elles ten- 
dront a augmenter ou a diminuer les variables a, +. 

On connait la transformation du premier membre de la formule (2.) 
relative aux coordonnees polaires; c'est-a-dire qu'en supposant 
a?= rsinöcos^, } = r siu 9 sin i>, z = rcos 0, 

+ e d. r a sin* 0 dW 6 . 
Sm d? 

Dans ce cas on aura 

ou -f- R designe la resultante des forces qui sollicitent m, profeU'o sur le 
rayoD vecteur r et tendante A augmenter cette variable; + T la protection 
algebrique de la resultante sur la perpendioulaire au rayon r menee dans 
le plan des r, z, et tendante A augmenter la variable 9; et la pro- 

jection algebrique de le meme force sur la perpendiculaire au plan des 
r, 9, et tendante A augmenter la variable ^. 

Mais il y a une transformation generale peu connue et qui merite 
pourtant de Tetre, A cause de l'extreme simplicite de la forme sous laquelle 
on peut, A son moyen, presenter la formule fondamentale, et resoudre 
cnsuite avec facilite plusieurs questions interessantes de la mecanique. 

< 

/ 
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Pour l'effectuer, imaginons par Ie point m trois droites ; la premiere 
daus le prolongement du rayon osculateur de Ia trajeotoire de in; la se- 
coode, tangeote n cette courbe, dans le sens du mouvement de la molr- 
cule m; et la troisieme perpendiculaire au plan de ces deux droites. Nom- 
mons R, S, N les projections algubriques de la rosuUaute des forces qui 
sollicitent m, sur le« droites £, r, i>, rexpectivement paralleles aux trois 
droites dont on vient de parier, od aura premicremeot, conformcment u 
la formule (3.), 

-EPSp = Rfy+Sor + NSv. 
Mais il est ais<$ de voir que Ton doit avoir $t=8s, en designant par * la 
longueur variable de Tarc ddcrit par la molecute. Oa aura donc 

4. SmSPfy = Sw(Äif+). 
Pour transformer le premier membre de la formule fondamentale, 
on observera que 

dx dx rfa 

dt ~~ ds' dt' 

Partant 

, dx j dt dx . ds ,dx 

d JT ~ ä j7-77 + Tt d dT i 

D'ailleurs, il est evident que Ton doit avoir en general 

Sa- = (<rx)Sx + , 

la Dotation (<rx) servant aexprimer le connus de l angle que fait l element 
Sa- avec l'element Sx. Par consequent l'equation precedente donnere 

En substituant cette valeur daos la formule (2.), on obtient cette 
transformc'e tres simple 

S. S^i-^) = S»2% 
En combinaDt cette formule avec la formule (4.) et en posant 
r = ^,ona celle-ci 

6. Sm[(^-S)^-(^ + K)^-^v]=0 

qui pcut servir ii demontrer toute la theorie des forces centrifuges. 

32 * 



13. Pagani, sur tote formule dt 

En appKquant la formule (6.) au ras du mouvement d un point 
materi«! sur uno courbe fixe, letat dynamique du point »era ddfini par 

1 equattou symboliquo 

Le deplaccmcnt virtuel du point matoricl donoant i \ — 0, $v = Oj !e mou- 
vemeut sera de'fini parl'cquation 

d 1 * 

8. 1-| _ S = 0. 

dt 2 

Pour counaitro ensuite la pression quo doit rnrouver la courbe, il 
faut introduiro daus la formule (7.) une nouvelle force inconnuo agissant 
dans lo plan normal a la trajeotoirc, et egaler ensuite A zero cbaque coiif- 
ficient des Variation» $s, <$V. En designant cotte forco par Z>, et la 
droite, suivant laquelle b exerce son actio n, par K; lea composantes de 
la pression dans le sens des lignea £ et v, seront L(hf>), L(Kv). On aura 
donc, outre l'cquation (8.) relative au mouvemeut du point materiel, lea 
deux suivantea 

^ + Ä+Z,(\ e ) = 0, N+L(Kv) = 0, 

qui doivent servir A la determination de L et des connus (kv), des 
angles quo fait sa direction avec le prolongement du rayon osculateur ? 
et avec la droite v. 

En combiuaut ees deux equations pour elimines lea oosinua on trouvo 

Exemple. Calculer la pression de la courbe braehystochrone traoeo 
bot nne surfaoe cylindrique verticale. 

Le plan dea x, y ctant simpose horizontal, et Taxe dea z, dirige 
dans le sens de la pesanteur g, i'oquation dülerentielle de la braehysto« 
crone est comme Ton sait 

10. dz = ds]/(l-±) t 

d'oü Ton d&uit, en posant pour abreger 

dy = pdx, dp = qdxf 

D un antre cöt<S Ton doit avoir, dans ee cas, 

R = gty*)> N=zg(vz); 
et en substiruant cea valeurs dans l'equation (9.) en observant que Ton a 
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(f*)'+(v*)'= .-ff!, 

on trouvera 

Nalntenant si l'on fait attention quo 

**>--»£» 

on aura, en vertu de Pdquation (10.)» 

<**> * 

Partant 

*-2/«(f?+£). 

Si Ton veut elimiucr de oette valear de la pres&ion le rayon oscu« 
lateur de la trajectoire, on obaervera quo lea cquationa etant diüerentiees 
ei combinees ensemble donnent 

A/'gV» . td*y\* _ 1 1 , q* z* 

Mala on aait quo 

par consequent, ai Ton drfsigne par y le rayon osculateur de la protection 
horizontale de la »ur face cylindrique, et ai Ton a cgard u l'equation (10.) 
on aura 

J_ i , z« 

En aubatituant cette valeur dana la derniere expreaaion de V, on 
trouvera enfin 

En faisant y — 0 on a le caa de la brachystochrone plane, et la 
preaaion sur cette courbe qui est une cyoloide vcrticale aera exprimee par 
la formule trea simple 

Le maximum de L correspondant au maximum de z — a, la plus 
grande preaaion dana le caa gencral, aera dünne par la formule 

ü-a /r / (i+£). . . 

Liege le 10. Juln 1835. 
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14. 

De transformatione cxpressionis ^ [± ^ ft) ^ )(r , 7)(y _ -^ 
in formam simpliciorem Mn{l _ ** ){i _sxx)y «UwWta 
substitutionc x = ^±^I±J^. 

(Scr. Dr. Rud. Aug. Luchterhandt , MarineiDsoUnu» , Magister soperior.) 



Duplex in univenum problema propositum solvendi gern» cogitari potest. 
Alterum eo constat, ut expressio ^(y^^-^^y)^.^ . 

tuendo valorem ipsius y in formam x l ) (1— x J x')] tran8 f° rmctur ' 

At quantitas y irrationaliter per variabilem x exprimitur, uode fit, ut ex- 
pressio, facta substitutione sub radicali denomiaatoris oriunda, irrationales 
argumenti x eontiueat functiones. Quae quidem res impcdimento est, quo- 
minus a priori apta ad probiematis Solutionen) methodus inveniatur. Quam 
ob causam ad alter um problema tractandi genus confugere praestat. Quod 



eo consistit, ut expressio ^Y'UV — x*)^—** x'j] * 8wü8!itu, ° valore ipsius 
x, constantibusque a, a' } a", b', b" rite determinatus formam 

^ — induat. Sub oculos cadit, hanc viam 



^Ur - «) (r - ß) U—my - *i\ 

priore multo planiorem, quippe quia di/Bcultati illi, quae ex irrationali 
atitutione ortum ducet, lue nihil est loci. Quam ingrediamur. 

Metbodi, quibus utemur, caedera sunt atque in Fundamentes noth 
1h. f. ellipt a Cl. Jacobi adhibitae, ubi problema propositum indicatum in- 
▼enis pag. 17. 

. dx . _ a-f a 'y -f o"y* V 

Lx P re88, ° Äf Vl(l- x*ar*)] » P° Wt0 X — i+f r + 6"/* ~~ ~V 
abit in sequentem 

• VdU—VBV 

MV\{V— U){F+ U){V— xU){F+xU)]* 
in qua funetio, quae sub radicali continetur, ad octavum usque ordinem 
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adsurgit, unusquisque enim quatuor factorum V—V, V-{-U, V—kU, 
F+ k ü secundi est ordinis. Quodsi igitur duo e quatuor factoribus modo 
dictis fiorent quadratici, fuuctio, quae sub radicale remaucrrt, quarti foret 
ordinis. Quod ut oveniat, duae requiruntur acquatiooes conditionales inter 
cdii staut es iudetcrmiuatas, ita ut tres earum arbitrariae sunt, quae iuxta 
cum multiplicatore 31 et modulum x eo adbiberi possunt, ut funcüoni sub 
radicali forma (y — a)(y — ß)(y — y)(y — <$) coocilietur. 

Posito, factores F— kU, V+kU fieri quadraticos, reputatisque rc- 
lationibua, 

(V — k U) d u— ud(V—nU) = viü—Dd r, 

(F+ xU)dü— Ud(V+ttü) bb VdU—UdV 
liquet, unamquamque functionem, quae uoutn ex factoribus V — kU, 

pr ß jj jj Qjr 

F-J-xU bis metiatur, et expressionera ^ metiri. Est vero 

fr ß jj jj £) fr 

quantitas ^ seoundi ordiuis, ejusdemquo est radix secuuda e 

duobus factoribus quadraticis ; ideoque secuudum proprietatem, modo com- 
memoratam, quotieus 

rdu-usv 

acqualis fit quautitati cuidam constanti. 

Quia uousquisque factorum F— U, V+V, V—xU, V+kV est 
functio secundi ordinis ipsius elementi y, duo postrema adeo quadrata, 
pooere Ucet: 

1) F— U = A(y-a)(y—ß), 

2) F+ U = B(y-y)(y-.$), 

3) V—kU = Ciy + my, 

4) F+R«7=l?( r +n)% 

designantibus A, B, C, D constantes, quarum una pro lubito assumi potest. 

Posito et y = a et y = ß erit ex apquar. 1) , V= U; ideoque se- 
aeqq. 2) et 3) obtioetur: 

1-x _ Cfa + m)» t-x_ C(ß+m)* 

~2 b(a- r)( a-ä/ 2 ~ B{ß -y> U~ h » 



ergo, prout superius an iuferius sumser is Signum, er t: 



% 
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„.__,„ - /y V[(g-r) r«- *)1 -«VfO»- y) gg-jH 

.„ _ ,„ _ ß V\(* - y)(« - 3)1 +aV[(|?- y) fg - gfl 

Si in locutn aeqiiatiouis 3) adfaibemus 4), videmus iisdem quantfta- 
tibus determioari n atque tn; at m et n aeqtiales es sc nequeuöt; babere- 

tur enim y , xU = -jj ideoque ipsa x constanti aequalis j ergo alter ra- 

lorum m lf w» 2 quantitati m, alter quantitati m aequiparandus est. 

Si posuisses y = 7> y = $, aequationesque 1), 3) et 4) adhibuisses 
ad valores ipsarum m et n eruendos, tum obtinuisses: 

r y-[(« - ö) (ß-d)} + J\q ( « - r ) (ß- r )1 
1 -r)(ß- r)] + 1 

•„ « ^ Vf(« - ^ ^- y)1 - yvy« - *) (ß- W 

Quos valores cum supra iuventis ideoticos esse, facile patet; si ex deno- 
miuatoribus radicalia tollis, ex utrisqtie valoribus obtines: 

M = ~ < c t ~ * d) -?)(<*- 9) (ß- y) (ß- *)1 ^ 

Est igitur, Substitutes ipsarum m et n valoribus, n = m 0 m = w ; : 

1) V— U = ^(y-a)(y— ß), 

2) = B(y-7)(y- J), 

r f v . SV[(a-y)(ß-y)] - r V [ (a-ö)(ß-3)} y 

4) ^+^-^Lr+ vf^-y;^ - d)]- y [c « -y) J 

_ n T v y n(»-3)(l- " >)1 +3n(«-y)f/?-y)] 1 t 
~ L r VLC« - JJl7=*Jf+ KKa- yj GJ-y)] J ' 

Posito y=a, quo casu F= £f, obtioetur ex aeqq. 3) et 4): 

1-* c[vy/g-yU/ 9 -*))-V7(«-y)(«--J))1* 
i+* - 5t7W - y; 0* - % + n(« - y) (« - SJ3 * * 

Facto porro y = 7, quo casu V = — ü y ex iisdem aeqq. 3) et 4) sequitur: 

h L+i — ü. I VK« - y) (/y - y)i + ige« - ^) (g z£i3 1' 

Aequationibus (o.) et (ö.) iu se duotis, fit 

91 _ LV"((«-y)(^-y))-V"((q-W-^)1' LV~(^-y)^-3j)+V((«-y)(«-d))]» . 

— mi«-yx£-y)) - m«- W-^;3 J i^- yx/*-<>);+> r U«-y)(«-^]* ' 



Digitized by Google 



punj e cou stantibus C, D altera ex arbifrio acoipi possit, statuere licet- 

O = [/■ ((«-7) Cß-y» - r((o4) CM))J f/"(0H) CM) + /"((« -7) M))l , ' 
J> = r/-««-y)«H0> + ^««-I)ÖM))] r/*((P«7)(W))- /■((a-7)(«^))i 
Diviaa autem aequatipne (a.) per aequationem (/}.), nanciscimur 

VT +*' - r» (A- *) + V '((« rjfffcfcjr » 

aequitur 



(*-7)(ß-0 = (a-ß)(7-^) + (a~J)(ß- 7 ), 
e valore ipsiua >c invento aequitur etiam: 

Ad ralorea constanhum -4 et 1? determinandos ponatur 

quo caiu VsskV; quo facto ex aequationibus 1) et 4) erit 

2 x 4TT((a- r ) (« - 8){ß- f) ifl- W(l«- 7) (ß- W) WÜP^W^M 1 



Simili modo ex aequationibus 3), 2) et 4) obtinetur 
üpe aequatiooig 

(F-.Kf7)a(r+ier)— (K+K«7)d(F—KF) s* 2k(F3 U—L' SV) 

fit 

Vbü—VbV 1 ^ _ 

ergo 

£, O (m-iQ ( W 4y) (n+y) £y 

iU V^l-ar' j ~ *MY~[A .B.C. D{y-a){y-ß)(y-y) ( r _d) (m+y)» («+,»)] 

(m-w) ay 

Est vcro, omnibus (actis 



estporro 7+'-<- + * 

t/f^Tl - 2\r[( g - y) (^J)| 
Crellc * Jonrwl d. M. Bd. XVIL Hfl 3. 33 
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est deuique = ^((«-y)(ß-ft)« ergo M = ^((a- y)(ß-S)). 

*V\c7d) 

Quibus omnibus collectis, sfqnitur, fieri 

Boc Br 

posito 

E formulis antecedentibus derivantur aliae, quantitatibus a, ß, y, 5 
iotcr so permutatis* 

Si quantitates a, jS, y» I sunt reales, atque ita comparatae, ut 
a>ß>7>^ sit, tum singulis casibus, quilÄs elementum y inter limites 

a....±oo S- t 7 et |Sj y et 8; ß et a continetur, respondent »ubstitu- 

tiones, quas tabula L, quao sequitur, exhibct; e quibus, eodem rcmcdio, 
quod in „Fundament« noris tbeoriae functionum ellipticarum " pag. II 
indicatum est, facile formulae, quae transformandae expressioni 

^ 

, derivari posaunt, quaeque in Tabula II. proponuntur. 



Tabula I. 

m By dx 

V[+ (/ - a) (y-ß) (y - y) (f^j ~ JlfVTl— *•) (t-x'ar')]'' 

I. Limites a....±«....J; |=f = ^Ij/^Z^^ 
II. Limites «Y ß; = (?-')(— rW- r). 

By Bx 

V[- (y-«){y—fi)(y-r)(y-8)] STüI-i'Ki-«'!')] 1 
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14. Luchterhond, de tra»sf«rm ,tio»e expressio»'* ^- {y _ -^ J l— — ^ . 253 

Tabula IL 

A Yl+{y—)ir-ß)iy-r)l = Jwnu-**)V*'^ ; 

i+x = (r-«)(r-/*r 



I. Lim«« «....+ =c, !=_i£=£»l£=2l 



U fly Bx 



yri-(y-«){y-ß)iy-7j] »TTRl— »•Kl-«'x»)j< 

t LMüi —oo m. (ß-y)(r~ y) 
II. Limites ß a: ^ = 1£zl£15L=2L> . 

Nodulum k unitate minorem esse, io Substitution ibm Tab. I. Ä. et 
Tab. II. J., Ä jam ipso intuitu liquet; valorem ^1^^^ quoque 
unitate minorem esse ex forma» qua exhiberi polest, sequeoti 

Vßa-3)(ß- y )] . y[(«-3)(/g-»)T 

n(«-yM/?-^J ~~ 7 Ua - 3) (ß - y) + (a - j [J Z <J fj ] 



In formulis propositis, transeunte y ab altero limite ad alterum x 
ab — 1 ad +1 trausit. — 

Formulae, quae in Tabuin I. A. exbibifae sunt, tum quoque sub- 
Rtitutionem realem suggmmt , quum omnes quantitates a, ß, y, $ sunt 
imagiuariae. 

Pooatur n im in im, designantibus n, q quaotitates positiras, 
a = m -f- n /" — f| ß = m — n/" — 1; f =/?-f- q /" — 1 ; S = p — q/~ — 1; 
designantibus in, n, p et q quantitates reales; quo facto expressio propo- 
sita haecce erit 

• i_y . 

Substitutionis formulam, huno ad casum spectautem, sine ullo negotio ex 
formula paulo ante laudata (Tab. I. A.) derivabfe substituendo ipsarum 

33 • 
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254 14. Luehterhand, dt tramformationt txpreiaionis ^^-^^2^—^^ , 

quantitatum a, ß, 7, £ vatores mutandoque % iu — atque a: b itx; qui- 

bus peraotis erit, ubi simul loco ponis M: 

dy _ m che 

v p t((r-i») > +»*xO'-jO'+«*)] aiir[(i-*»)(i-«»x»)] f 

Inquiramus, quosnam valores x induat, dum argumentum y inde 
ab altero limite — 00 ad alterum -{- » transit. Valor ipsius x, hisce limi- 
tibus respondens, unus idemque est et quidem aequalis quantitati 

q-n _ (g-w)V"[(m-p)' + (n + g ) '1 _ V[(q-n)*(m-p)* + (q* — n')«] 

«(«+«) (g + ^ncw-^'+Cn-j)" 7 ] + 
quae, ut e posteriore forma adparet, uuitate absolute minor est. 

Transeunte y ab — 00 usque ad valorem 

= P a + q' ~ < m ; + »») -^[((m ^p)» + (n - g))' ((m - p)« + (n+ g V)] 

■ | 

rariabüis x a valore ad maximum valorem +1 adsurgit; ex quo 

ad minimum decrescit, eumque attiogit, facto 

v - P* + «?'-("' + »') + ((m- p)' + (« - qY) (Cm - p)' -R" + ?)')! 
? *~ 2(p-m) 

ex quo minimo valore, crescento y ad +00, ad valorem primitiv um ro- 
dit. Ex anteoedentibus igitur apparet, cum transeunte y a —00 ad -fco 
ipsam x intervallum inter —1 et +1 positum bis permearo vi<3 



f+* dy o f+ l 3* 

4/ 5 - ^_ 

V 0 Vl((«-p)- -f-Cn-f eoa 1 9> + 4n 2 sin* ?]* 

Quibus absolutis, facile erit ostensu, unde pendeat prosper succes- 
prioris, quod supra commemoravimus, substitutionis irratiouatis. 

Resoluta enim aequatione obtinetur 
designantibus P et Q funetiones rationales ipsius x lineares, Ii autem 
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14. Lu.kt.rH.ni, * . * -F—- • ^ (y _ l(y _X-, )Cr - < J - 

fuDctiooem secuudi ordiois. Quo substituto ralore expressio 



K£fl (F + VA — o (?) (P±V^il — ßO) (P±V~R — yQ) (P±1TR — SQ)T 
ex qua propter irrationales, ibi comprehensas functiones, a priori band 
tfqtiet, qtiamuam viam, ad Solutionen! problematis idoneam, ingredi de« 
beamus. Adbibita autcm una ex formulis substitutionis, quas supra de« 
e. g. illa, quae limitibus ß et y rcspondet, atatim ad Uquidum per- 



Valor variuhilis y f ex formula commcmorata flucns, hic est 

3e(ay—ßd)—(a3—ßy)±V[(g—ß) (y—3) ((g- y -)(ß—3-) — (a—3)(ß—y)x*)1 
x{a-ß+y-&)-{a-ß) + y-8 

P±VR 
Q ' 

ope nanciacimur aequationes, quae sequuntur, memorabiles : 
- ± (a-ß)(7-^) [* (a-ß-y +SX*-W-V) - (a~7);.3-^(a-ß+y~J) 

a (y -a)cr-ß) 

= ^[x I (a-5)(ß-7)(a-ß-y+^ +<a-0)((a- 7 Xy-ß)+("- W-ß» 
+ (a-7)(ß-5Xa~ß+7-5) + (i-^(a+ß-y-^)^) 

= - {J ^P [^(a-^Xß-7)(a-ß-7+^ -x( 7 - J) ((a- 7 )(a-J)+(ß-7Xß-3» 
-(a-yXß-^(a-ß+7-^) + (t+^(a+ß-7-^) »™] 

-^fe K«H-*ID^±(iff||-*li)]. 

«ire ponondo loco y valorera 1 ~^' R 

E. (P±fR-aQ)(P±fR — ßQ)- 



Digitized by Google 



(P+fR-yQ)(P±fR ■ SQ) 

« ^ [(«§i-*§*W**§#-*§9]. 

ita ut quatuor ultinii factores denominatoris in expresstone (A.) in duplex 

productum discerpi possunt, quorum utrumque aequat funotionem, cujus 

alter factor est functio linearis ipsius variabilis quantitatis x, alter vero 

aequalis est numeratori expressionis Lt.). Substitutis expressionibus (E.) 

io ( A.), transformatio provenit, 

dj^ che 

Vl{y-a){y-ß){y- r ){y-ö)1 — V{.i-x*)V{(a-y)t ß-d)-{a-3yJ- 7 )oc>] » 

quae cum supra proposita convenit. 

Regiomonti ra. Oct. a. 1835. 
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15. Brttschntidtr, Theorüu logarühmi integralis lineamenta novo. 257 



15. 

nte« 

(Aocl. Cor. Ant. Bretschneider, »alh in Gjmo. Hl. Golbano praec. aeroodo.) 



Theoriae logarithmi integra'is lineamenta nova. 



A<1 diföciliora calculi integralis problemata theorla est referenda funotio- 
nis illius, quae logarithmus integralis dicitur, in qua accuratius exstruenda 
jam plures analystae versati sunt. Imprimis huo referas nomina virorum 
eil. Mascheroni, Soldner, Hessel, Buzengeiger^J, quorum diligentia atque 
sedulitas jam difficultates quasdam, easque non minimas, ab Ula funetiooe 
oblatas superavere. Tarnen accuratior hujus rei disquisitio nullo modo 
superabundans censenda fuerit; nam non modo determinatio quantitativ 
consfautia simplicior et rectior est conatituenda, quam apud Soldnerttm 
est"), sed formulae etiam gravissimae in hao theoria repertae vineulo 
et nexu, quo nunc omnino carent, aogustiori inter se sunt jungendae. 
Huo accedit, quod si valorem funetionis pro magois valoribus variabilis 
x evolyere volueris, »pries adhue ioventae, adhibitis ipsis illis viri cl. Ses- 
sel, non satis convergere videotur. Quare bane rem donuo traotabo atque 
ea, quae resultarunt, cum aliqua gaudeant Utilitate, bis quae sequuntur 
paragraphis proponam. 

*. I. 

Deootato logarithmo integrali variabilis x per \ix, efficiuntur ex 
evolutione quantitatura et ^f^ x j ex integratione subsequente 

aequationea fuodameotales: 

l b**> = c+/(±/x)± 1 ^+y r +y T +L_v±.... 

2. li(l+x) == c+lx±% l x — iasar^^a,«»— }9Ux*±.... 



•) Mascheroni in s. adooUtioo. ad calrnlnm iolegr. Ealeri. — Söldner in Moria et 
tables dune nouvelle foaclion traosceadaole; k Munic, 1809. — Beisel in Küoigabergfr Ar- 
efai? für Matbrm. nod Natnrwue. am». 1811, fasc. 1. — Buzengeiger in de Zach, Mon.nl. 
Com Vol. XXVI. pag.285. — Disquisiiionea a cl. Maecberoei inslilntas non cogoovi aiai ex 
Ulis, quae d. Beuel ia dtspiitatioae aua citavit. Operis ipsius copia mibi non «rat; ioteali- 
galio aulem cousiaatis libri capat esse dicilnr. 

«•) Coaf. U»lliscbe LtUeralarseitaog. 1811. No. 104. 
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258 15. Brei sclineiäer t theoriae logarithmi integratit lintamenta nova. 

Si in aoquationo (1.) signo suprriori, st Sß<C.l t inferiori 

ntaris. Quantitas c est constans iategrationis utrique seriei communis; 
«.'= 1.2.3.4. ...(n — t)ng deuique cotifficientes seriei (2.) sunt; 

91, «= 4 = 0,5 
£ a a mm , r * =?= 0,04166G 666666 666666 666666 666666 666666 6 . . . . 
| ^ mm T \ es 0,013888 888888 888888 888888 888888 888888 8.... 

= 0,006597 222222 222222 222222 222222 222222 2 . . . . 
f % - rSü = 0,00375 

j- 51, 8E3 7 ÄVVcy = 0,002378 196649 029982 363315 696649 029982 3 .... 
» Tir VÄ, = 0,001623 913454 270597 127739 984882 842025 6.... 

= 0,001169 567074 514991 181657 848324 514991 1 .. .. 

* = »WA* 

= 0,000876 950445 816186 556927 297668 038408 7 . . . . 

= 0,000678 584998 463470 685692 907915 130137 3 . . . . 
= 0,000538 550582 939787 485242 030696 576151 1 . . . . 
= 0,000436 391104 829190 422223 931924 10S290 9 . . . . 
= 0,000359 807569 772481 885831 499181 112530 7 . . . . 

sb 0,000301 068017 071819 489777 413687 718550 4 . . . . 
etc. etc. 
Ad iuvestigandam constantem, posito Ii 0 =0, Gat in aequatione (2.), ad- 
bibitis signis inferioribus, x =s 1 , quo prodit valor 

3. c mm 9i+i*»+$3»+*M-**«+-v 
ex quo viJero licet, <? inter valor es 0,5 et 0,6 contineri. Porro cum sit 

etc. eto. 
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15. Bretschneider, tfnoriae fogoriihml inttgralit Üntwnenta nwa. 259 
ad di tis quae in Unat rerticali aeee exoipiunt membris, aeriea efScitur: 

quae oiliua couvergit quam (3.) et, deficiente alia via, ad determinativem 
conßtanüs c adbiberi poaait. Quamquam non suffich, ut ralorem aolom 
numerfoum constantia enucleea, aed necesse est, ut verain oognoeca» hujus 
quanfitatia Indolem, quem finem modo io aequeutibua propoaüo 



(denotante coefficientem ntum erolutionja feoultatis (lj-f r/, aj p est 
numerus integer positivus). Quo* Talorea »! gubatituaa in (jL), aoluils pa- 
renibe«ibus et inembris Ulis, quao eadeiu utuotur difiereatia p — n indi» 
cum ooefHoteaiis contractis, hnec prodit aequatio: 

+ 5 (^•fr : F-| i -fr+ "f 'ff + _ T 1 -oT + •• • •) 

± etc. 

Ad anmmandaa aeriea in parcntbeaibua induaaa babea, denotaote ooef. 
ficientem biuomiaiem »tum o^ponaotia a, 

± etc. 

Pars autem hujua aequatioofe ad ainistrara soripta est aequatia quantitati 
quo efßritur 

_ rua±äff> 3x 

—J nl T» 

ideoque 

Crctte** Journal d. M. TW. XVII. HA. 5. 34 
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r. ■( UAm+fmtfU* +pä%S.*+ßä%!Lto+ .... 

Jam vero a ct. Euler» est demouttratuui, au« 

1,1,1,1, 

— »«41 Ä pR *t* Jpi « • i~P *••'••' 

Adbibiti* ißitur in aequatiooe (7.) aiguis ioferioribus et poaito x= 1, iaveoitur 

9. c = {tf,— 4/0-, + + — 

qui eat valor quaotilatia illius oonstantia, quam vir oi. Kramp in suuiuia- 
tione aeriei barmoniooe mreatiguvit et in numeroa seqaentes y = c = 
0,5772 1 5 664901 532860 6181 12 090082 3 . . oomputerft. 

§. 2. 

Constante ita determinata nuno ad fpaam logiritbmoraiu integralium 
computationem progredi licet, quae ex aerie (I.) pro quo via valor© varla» 
bitis x, ex aerie (2.) autem solummodo pro *<i proficü. Dbi autem jt 
Tel in aequatiooe (1.) aliqaanto aooresoit ve! io (2.) propo ad limitem ten- 
dit, utraque aeriea rix convergit et bboretn oompu talionis tarn nmuensuin 
reddit, ut necessario ad aüa tubaidk aliasque laetbodoa ait confugiendum. 
Prünum quod occurrit subsidiuui eat illud, ut Tel in formulas plane novas 
ioquiraa rel jamjam repertas tali modo tianaforwe«, ut multo eitiua coo- 
vergant. Expressionem oinnino ooram ex iategratiooe pro parle üutituta 
accipis, quae iterata vice pcrfeota ad aequationem perdudtx 

io. h^ = ^[i±^ + ^± ( ^+ (7 ^ F ±^+....J + Ä 

Seriem auteui baue divergentem tum deuium pro vero valore funotionia 
Ii x babeaa, cum erolutum residuum A = i» / ^L—^— ^ po.it o n = co, plane 
eranescere iuteliexeria. Qua quidem evolutione facta, ueqoatio illa viri 

d. Mascherotd prodit: 

11. K** 1 

x 5 li + n ' i t ferBfezS * ^ (»-l)(«-2)....4.3 2 , fr-!).... 4 .3.2.11 

+7irL I± 2te + 3(/^- *•—* i*-ixi*r-* — + «(/•>-=-— J 
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15. Br,t$chneiJ*T t 1h*rii* k^riilmi wtepvto liMomrrta innta, 281 



quae pn> magnU quocjue valoi ibuK variabiüs r eaüi oonFergK , at Ipnim 
oomputattonis laborein minima Imminuit. 

Posito nun« »ssao, Iota aequatio, oum afc 

7 = l + i + *+f + — + 

reducitur ad 

± + i (£)'+ i (tD"±- • • •] + - 
Serierum harum luferior evolutiooeni praebet expresslonis -f /(t + ~) = 
l(lx + oo) — üx z= l(?oo) — l Ix, quae In antecedens Substitut», quia 
J(— -1) = S"/"— 1 invenitur, pro siguorutn divenitate aequatioues efficit, 
quae aequunturt 

12 gl Lfi_Ü4. 2j 3!, 4! 1 

13. ^ _ — ^ji—^+j— + ....j, 

Quo J DOTum affert dooumentum rei in anal/ai aatii jam compertae, 
§eriei quamvis divergent* sutnmam rttperiri posse flnitam atque realem, 
si singulorwn ierminorum opposita ses$ txcip'uuU signa; sin vero termini 
& £ r*i ti^ Jl^j^ Jj^^^^wj ^//j/i^io p ^äj^^äw^ dt4( f Tijxtwtdffi Jit&^ 

here switmam aut imagitutriae quantUatU praebete symbobun. Quae se- 
ries, satis quidrai niemorabiiea, oum ad oomputattooem logarithmi integra- 
le omnino nihil raoiant f neoeue est aliaa icTestigemus. 

Noyam hio ooiumemoremus Seriem a viro ol. Beseel ex aeqoatione 

ff = = {[(x i --l)--{(/-»HJ(^) , -" + .."]"^ 

derhatam, puta 

14. II* n /[±(^-l)]+* i +i**+ j^+v... 

üi qua %, , % eto. sunt ooefßcientes serieij(2.), et quantitates iY' J , u'" etc. 
nrimos denotaut tenninos aorierum differeutiaruro, quae ex tingulis termi- 

„fc 1, — ^V, -^r, < « etc. auccesaive Jeaoendunt. Valor quantifatis 

h4 ■+? *+4 

34 • 
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262 Bretschneidert theorla* logarUhnd 



arbitrariae n ita est detenniuaodus, ut sif x* <2, qua una tan tum condi- 
tio up »eries convergit. Si modicut rariabilis x datur valor, oomputatio 
funotionts Ii x aatia oommode eflßdtur; at magoi argumeoti x valoree oora- 
puium tarn operosum retldimt, ut caloulatorü quamrts lodefeaai seduUta- 



Alias etiam oancisctraitr formulas disoerptis ratioue modo dloenda 
ooeflidentibuB 8j 2t a etc. Couatat nimirum, coeffidentes ex evolutione 

quantitativ Progredientes ita quoque repraesentari posae, ut «t: 

*<*a 2.2» > 

9m * 2.3! » 

T * 7 2.71 4.71 T 6.71 
etc., 

ubi ft, 0, etc. nnmeros deslgnant Bernoufllianoe, Quibua valoribus ia 
Bcrie (2.) substitutis nova prodit aequattot 

15. = T+<»*t«--f($**]}*+$*r....) 

— etc., 

in qua ut serierum ad dextram acriptarum aummaa faciamu* est occccac. 
Quem ad finem commemoremus formulam illom notam 

= i±iy*j^<r&-*- m 9i'<r i + T^.tfJ^U.«), 

ex qua, poaito » ftuooeasire »1, % 3, etc et additis qui in de proventunt 
termini«, a«>quattu prodit: 
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15. BttUohntiier, thtoHv bgarilhmi r/>*grcfe Uneamenta novo. 264 

16. ^±f»^+^±....- Ä (^ T ^+^^T....) 
cujus pare ad sinlstram scripta fbnnam quoque 

vel evolutione faota et poaito 1 ±x = u, in aequationem 

-feto. 



abit. Brevitalis causa nunc dealgnemus serioa modo evoluias srmbolo G u , 
fta ut sit 

IT 1 -i- /u ■ ff*)* . (/u)» . tt«)4 



tuuo ex aequatiooe (15.) desceadit aequ&tto haec aovu et memccabflu 

19. U«= 7 +/[T(1-«)J-^~§.^!(?J. 

'4 3' * ^'ir^T""" 
üi quo numeri Berooufllianl coofficieutea wmelituuut aiogulonim termlaonua. 
Qua« qtridem evokiüo subsidiui» adeo nohU h., •• ui-.t quo constantia va- 
lorem alia prorsua et nova. quam oua tunra u*? Hiimm . methndo «nl«. 



et nova, quam qua tupra uaf sumus, metbodo 

aequatiooe (16.), adbibitis aiguis iuferioribug et 
poaito x ss. 1, 

!| i _!» i+ ^_lB. + _.... = r -_ = a _ a , + al _ 8 . + 

ideoque 

20. 1 «= . ">° -L-Jl!g t -f- ,"**' i Z* 1 »» i 



264 f& Brrtsehntider, theoriaf logarithml inUgrnJit 

cujus ope ex forroula (15.) valoreni coustantis 



supra )am 

Coefücientes »ymbole G deoafatos, quorum In tota hao tbeoria et 
usus et maxima est utilhas, alias eiiam per forma« repraeeeatare 
licet memoratu dignaa. Differentiata aequatlone (17.) sccundum / w aocipimis: 

ex quo oonoludirouKy ooSifioientes 6* enucleari posso posteriorem nimirum 
quemque ex antecedens^ sola adhibita differentiatione« Ilaque ogm ait 6'f u es 

"pi. babemui etiam 



aire, diffeientiatione perpetrata, 

«m KW » W' -r » (o- !)(/«)*-' + .... + » («—!). . . .3.2/// 4- n /] — aj 
**• "*H ™ 1 ' * 

quarum aequationum bejiefioio etiam licet, coefficientes ß per 
lianc reourreatem 

inter se conjungere. Inyenimus autem eadem via: 

= c $ = & +£t c $ «*• 

qui valores, perpetua adhibita atibstitutione, cum residnam 



. . <Tf"> r , , p ro y = vad nihilum decreeoat. noram 

praebent aequationera: 

quae multo o'iiiu oonrergit, quam aeries in (17.) inrenln, ideoque ad 
coeföcienu'um G aeo C computinn numerieum magoopere praestat. 

Alia quoque exstat nec oon rectior via, qua eundem valarem (26.) 
asaequi licet. MuItipUcata enim aerie (17.) per 
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eiRoitur ti termioi easdetn quantitati» / u djgoitate» eontiuetite 
CoeTGcieus termioi (/«)", uimiruui 

/ I 1 , 1 . 1 _ j \ 



cujus ope, cum rft 



1 1 



n.pl'i+ftoj, »(«+4)(«-f-2)....(n+p)» 

(27.) extemplo in priorem (26.) traniuuutatur. 
Deoique, ut oiunia ad eoeTiioieotea G «pectaotia hic coUigamus, ouuo 
iutegrale hoo deÜuitum 

28. Gtil ■= r*».fdf 

commemoremus, quod rite evolutum omuei fere, quos adhuc inrenimus, 
nobis praebet f aiorea coelGcientu 67. 

$. 3. 

Serie* adhuc repertae cum ad computum numericum funetionis no- 
strae pro magnis argumenti x Faloribus dod admodum prosint, experia- 
axuTy au discerpaudo et trauaformaudo effici pouit, ut citius cunver^ant. 
Quem ad fioem meminiue juvabit, eate 

-1(1-») --f +X-+-T- 
iTJ-T^-^^ i72"+2-T+F4 + A " 

eto. etc, 
1 1— x r x | x* » x 1 . V 

«T?"~"7T 1.2 ...(n + i) * 2.3.4.... l*+2) T 3 4 5...>+3) X V ' » 
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unde posito x = 1, cum sit (1-1)/(W)»0, desoendunt valores 
I X _t 1 , t , 1 , 



1.1! 1.2 
t _ t , 1 , 1 , 1 , 

2T: _ 113 + ^ + 3^3 + 453 1-.-.., 

qui in formula fundamental! (1.) substituti, ainguufl terminia rite dispositis 
et ratione babita aequationis (26.), novam efficinnt seriem 

29. U** 1 - 7-WC±/*)±/*ffC**.f *<^+fCf 

It.-. ; ai Tatort* coäCGcienUum C abunde jam compotatos babee, logarith- 
mum integralem fadUime compute«; ei non, valores illes e formula re- 
currenli (25.) commode evolvas, evolutosque in functionis computatiooe 
adhibeas. Crescente x seriei oonvergeutia ünnunnitiir, ita ut pro magnis 
argmnenti raloribu« computus nimia reddatur operoaus, quo qui dem casu 
aba ueoesse est utaris seriei (1.) transformalione. Retuntis irfmirum in 
formula fundamcotali termiois orumbus, quorum valor uoitsiem auperat, 
disoerptiooera supra dootam iu ilio demum seriei termino adhibeas, quod 
uuitatis limitem baud alüugit, uode sequationem novam: 

1.« .3?. . n + 2 3.4 .T(n+l) + ..!t(«+2) + ' ' ' J 
accipias pro omni arbitrariae x valore saus oonvergentem. 

Ultimo !oco duarura quoque aequaüonum mentlonem fatiamus, quae 
logarilbmum iotegralein per düTerentialia suooataiTa exhibent, et quamm 
altera ex (29.) et (22.) «tatim iuvenitur: 

31. Ii** 1 

U(<£=±) *0g^) \ 



altera vero ex formula (19.) sequenti modo eruitur. Habe« enun ex 
aequatiooe (23.) valores: 
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15. BrtUekntidtr, thtoriat hgmükmi iultgralis UnnmrUa nova 267 
qoi b (10.) snbstituti, adhiblta aequatione (21.)» formufam exbibent: 
B« = /tT(l-«)]+«{i-§^+^-^ + .... 

4. Ä &(M' j *(*«)* 

T 2 4.2!'"T"~6^i 

T 4.1! nTäT"" + 

4 T 6.2! —♦••1 

etc. 

Farfllimo nono iotelligis negotio, aerferum borizontalium inferiorem quam« 
qua esse difiereotiale superioris, Ha ut dato valore supremae seriei tota 
aequatio satis alt deterniinata. Couatut autem esse 

^-i — ii 2i 4j + Gi 8F+ "7» 

cujus ope seriei illius supremae summam invenimus aequalem ( 1 ^ ~j , 

quod formulam nobts praebet gravissimam 

32. /(+1±«) — Ii« 

aive 

33. /[+(« — 1)] — Hw 

"\ *dtu "-^p — *+— ^ psji — --+-...}. 

f. 4. 

Aliud idemque prorsus norum subsidium, quo adhibito termini seriei 
cujosdam magis convergaut, theoria suppeditat fractiomim < ontinuarum, 
cujus alias quoque iu analyii utilitas est atque usus. Ut !• x fractiouo 
oonünua exhibeatur non uisi adbibita aequatione (12.) effici potest, cum 
numcratores et denomiuatores partieulares ex seriebua (I.) et (2.) Orien- 
te» tantopere aint impediti, ut lex qua utuntur reperiri vlx poasit. Itaque 



/•a ?a3 l-.(n+l)4 P +(n + l)(»+2)aP~(iii.l)(« + 2)(ii+3)x' + .... 
o fractiooera cooltnuam transformanda, babes: 

CHI* W«l d. M. B.L X v 11. uru. 35 
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a. fx = f 



i 

l i (»+-')» 



+ 



1 4- 3 — 

1 + 1 + efe. 

Deootemus düuo hiugutu« Dumeratores particuLres auo ordine per 
tt\i Ui a öj . . . . nee non deuomiuatores fraotiooum approximatarum, succes- 
•ive evolutarum, per M M L M. M t . . .., nemo est qui dubitet, quiu ait 

Imeuimus au lfm >/ — a . M _ 7 -f-J/^,, qua de causa, subtractis termmis 
aeriei negativ is ab antecedentibus positiv!*, nanoisoimur 

fo a i • • • • ff ?p / -^y-f i — «*?/>-H • ^ip-A g G « t gj ....fftp 

quod suo loco Substitut um aeriem supra evolutam exbibet aub forma »equeatf 
Ilaque tun quivis denomioator JMMt«... h» schemate universali 

+ l)/*(/>— 1) . .v. 2. 1 
caiitineatur, aeries nottra (b.) baoo induk formann 
* fx — 1 . Um+l)** 

J . t .2 („4.1)(«-f-?)x« • 

0+*»+ fiaX-H^Jll 3j^f 3(ai3)(af W H«t8j(a»IJ » »J 

-f etc. 

ad oompulationem aptissimara. Et facile intelligitur, bano Seriem trans» 
formal am eo citius couvergere, quo magis series supra propoaita diversen'*«. 

Jam vero licet, loco fractionis cootiuuae («.) io Seriem transformanl 
daß valorcs eouclearo fraotiooum approximatarum, quae funetioaem fx 
usque ad certum timitem salis exaete repraeseutant. Vorn 
cum fn.ctioues approxitnatae ex (<■/.) evolutae nimis tarde eooi 
stat ut fraotioaem cootinuam (<?.) io aliam transformemus, quae 
dimidjau termicorum partem coutineat. Coostut niinirum 
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' iifai^x B5Sg 2^4.3)^ 



quod nobis rractfones approximatas 

r r« ■ i fe±Sg — i («+t)*+l(,.+i)(»4-2)*» 

' 1 "~ l+(«+2)ar» 1 l+2(«+3)x + (,.+3)l«+2)x*" 

fjf I (*+ < )»^?(»t i ^* 5):g '' l ' tt(l,, *' l)(j> ' > ' 5X,, ' l ' 4) ~' i(,, ' l ' l)f " +2}1j ' «» 
' 1 l+3(«+4)ar+3(*i+4)(/»+3)* a + (n+4j(«+3)(«+2;x» w " 

aupi eJit j( 3 quarum scbeina universale 

g. fX p HB 

iuvenitur. Numeratorla coe'fßcientes A' r ' J ex Ulis numeratoris olassis ante« 
cedeotis {f — et (j> — 2)tae per forroulas recurrentes derivautur 

A7 = 2Vf- l = n+l, 

zvr = AT , +c»+2f)Är-o»-t)(ii+i»)^r, 



AT = AT ' + (» + 2^; A^-(f> -1) (» + 
NA« ^ l 1 + (n+2^)l^-(p-I)(ji+|»)Ar j S l 

a;» ■ (»+a^)Ap;-(F-i)(ii+/)Jv J p?, 

quae, Substitution© rite perpotrata, aequationem nobw praebent: 

h, A r "=5 (r-1) ! (n+l)'- , »,.,.- + ^ , 9J #wl — (r-2)! (n+l)(n+ 2) ."**5Ö> H 
+ (r-3) ! (»+ 1) (n+2) (n+3) '->4V^ f "+^93^ -+...., 

quae pro impari Talore indicts r termioo illo 6oitar, quod "+^ +, 3J fW ^, ^ 
continet, pro pari autem indicis valore, termioo per * +,J " r, ^3 r _ r multiplicato. 
Facili oegotio nunc demopstrari potest, aequationem (//.) pro S ? r valentera 
ctiam pro AT*"' et A r p + i vaiere, eui autem demonstrationi, cum nimis longa 
esset, supersedemus. femgulos nunc coeföcientium N valores, quia Ol smi 
et *iöo= 1 invenitur, tabula iequenti exbibeanw» tales: 



3:> 



Digitized by Google 



270 ' 15. Brctschneider, Iheoria* 

r = 2 



»1 
p\ 


■ - 1 


1 


n+1 


2 


»+1 


3 


n-H 


4 


n+l 


5 


b+J 


6 


n+1 


7 


»+1 



2;n+l)" +i a3 1 
3(»4-1)-+<sö 1 

4(»+t)" +7 a3i 

5(11+1)-^»! 



2.1 

4.3(n-f-l)"+ 7 Sö a - 

5.4(n+i)***äV 
6.5(»-H)**aV 

H 



.l(»+iX»+2) 
.2(»+lXn+2) 
.3(n+l)(it+2) 
.4(n4-lX«+2) 
.5(»+lX»+2) 
r=4 



4 

5 
6 
7 



3.2.1 2.1 (»+1) (»+2) 

4.3.2(»4-l)* fr, » 1 — 3.2(»+1)(ii+2)»^B i 
54.3^+1)^0, —4.3(tt-HX»+2)' +a a3 I 
6.5.4(»+1)-^B,~5.4(H-1)(ii+2)»^B, 

r = 5 



5 
6 
7 
eto. 



4.3Al(»+l) , ^ 7 »4---3.2.1(ii+lXn+2)"+ 7 © 1 +2.1(ii+lX»+2Xi»+3) 
5.4.3.2 (n-H)"**». - 4.3.2 (n+lXn+2)--**, + 3.2 (n+ lXn+2Xn+3) 

6^.3(n+l)^«--5.4J(ii+lX»+2)^ i +4^(»+lXn+2XH-3) 
etc. 

Denique, si denomioatorem fraotionts approximatae ptae in aequa- 
tiooe {g.) tigno X p denotes, ex formnla reoorrenti 

X, « X^ + (« + 2^J^ 1 -(f-l)(ii+^^ 

U>i relatum etiam pro-T^ valere ideoquevim 
fit ut aingulae qoaeque iractiooes approximatae 
/x possint exhiberi. 

f. 5. 

Fractionem conünuam («.) ita etiam licet repraeaentare, txt nnifatem 
anteoedentem in ipeas reoipias üractionea approximataa. Quo facto 

1 + 1 Jx . fx _ 1 + f4)g+2.'«* 
l+H-2)»' ' * 1 +2(« +3) + (n+3) (« -f 2)x« » 



/x, 



+2 (n+5))x+(2? +1 (n+5)(n-H).f 1.4) **+3 lar» 
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oujuf deoonunatorem e andern, quem supra in (j.) tnveuimu*. Pfamera- 
toro vero coöfücientes 'N ex formul« recurrentibua evolvimos sequentm 

'AT « 'Nr'+in+lpYNT 1 , 



qul valores tibi rite stibatttuti sobema nobia praobent boo unirorsale; 
+(r— 2)l(»-r)(f-r+l)[^^~" + ^g3 1 • +r - | » 1 +-+^- 1 5»J 

-•» + (r-(r-l))Kp-rXp-r+V....(p-rHr-iM* n ^ 
+(/»-r)(/>-r-H)....(/>— "+»+ l <ö r . 

Quantitäten uncis [] inclusae, quae forma oommuui 

Dtuntur, ita sunt defiuiendae, ut omnes t ermini, in quibus « + v>.'', toi« 
btntur neo non ü solummodo retin eantur, in quibus indicum «et v summa 
bdioem r non superat« Demonstrationen! formulae (/.) pro oaau, qao 
et r +1 looo p et r po&itum est, facile quidem perpetrares; sed oum 
sit longior boo looo eam omisimw. Expressionem (m.) oum constet esse 
»äqualem aequationem (L) paullo licet oontrahere. Substitut enini 

valore pro omnibua terminis, qui sohema (m.) integrum cxhibent, 

pro&aaoontur: pro valore indiois r pari aequatio 

+ CT— 3)10» -r) (I» - r +1) ö»—r + 2)*'$,+ . . . . 

.... + (r— ir)J(^-r)(/- r+l)....(p— r+Sr-l)* 1 ^, 

j < L ä+* 7 J 

+ etc. 

pro valoro autem indicia r impari aequatio 
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• o. 'Ä? - r ! + (r-1) ! 'jk-t)* 1 *, + (r-2) ! (^-r^-r-fl)'"«, 
+ (r-3}J (^-r ) (j^-r+i; O'-r+^^öj+t..» 
...+(r-5(»'-l))J(/'-r)^-r+l)....(^-r+i(r-3))''+ , g3 l< ^ 1J 

.... C/>-r+ }(r-l))L- •^"'+ ,: ^ + ,;-^^ ,) 95«,-,,." +4(r+,) ©* + •] 
4- etc. 

Coefficientes A T cum eosdem inveoiamiw, si iu acquatlone fracüonem 
ad dextram scriptam de unitate detrahimus , habemus ctiam 

: + (r-2)!(n+i)(n+2)^5»^^'S5^,+.... = 'AT, 
quod adbibita aequatione (/.) relationea nobts praebet iqter col'fßcientea 
biaomiales admodum memorabilcs, quas boo autem loco omitti uecesso 
est. Primoa nunc valores coufficicutis 'A7 tabula sequenti ante oculos 



ponamus ; 



p|r=0 


r = l ! 


r=?2 


1 


1 


11 




2 


1 


ll+l.^t 


21 


3 


1 


11+2.^®, 


2! + 1. «95, + 1.? 


4 


1 




2! + 2/5Bi+2.3.'" H, $ J 


5 


1 


11+4.-+ 7 », 


2f + 3 t i » l + 3.4.-^» 1 


6 


1 




2! + 4. 7 l» 1 +4.5.' + *Ä 



P\ 


r = 3 


3 
4 

5 
6 


31 

31 + 211 .M3 A + 1 ! 1,2 ["^ — •+ 8 fc, . t*»,] + 1.2.3 

3 ! + 2 1 2 + 1 1 2, 3 — ■ +7 Q5, . + 2.3.4 .*+ 7 ®, 

3 ! + 2 J 3 .'fc. + 1 1 3.4 1*^0» - . "*■» J + 3.4.5 



/' 


r = 4 


4 

5 

fi 


4 ! + 3 1 1 ■©! + 2 1 1.2«*, + 1 1 1.2.3 1^05, -"♦'S,."* 1 *,] + 1.2.3.4. 

4 ! + 3 1 2'$, + 3 ! 2.3. 7 93 t + 1 12.3.4[^ 3 + *.3 4.5.**3 4 



etc. etc. 
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f. 6. 

Jam restat ut fractioni continuae (c.) ia productnm infinit« multf- 
factorum »tudeamu« traosformandae. Hubcmus autem aecundum 
virum oU Stern, si fraotionem aequatiouls (.</.; solam per 'fx p deoutamus, 



k, 7»i7*.7*i M,, ^H 
id agamus uecesse est, ut expressioueni universalem factum 

*fx y 

t j v " enuclecmu*. Quem ad finem ponamus 'fx p — et singuloa frao- 

tiouis continuae (<"•) nuuieratorea et denominatored £ artikulares — *h fl» ffa •* •« 
et resp. bib t b t . . . ., quo facto habemus 

V' TT =: vr — -r-^ — v _ ,neo non 

Ap—l Dp — Ap—z dp 

/J :r p_ -^p— i y b y^-i bp — Afp— t y p »i gp 

'J *r~i y n-i Xp Xp-i V p_i 6^ — Ap_j f o,. 

Valoren autem numeratorii Xp_ v V^bp—X^ V^a p ita quoquo reprae- 
heet, ut sit: 

X p .. % Vp„y itp—Xp.* Vp-*-X^ 2 jvov 

r, cum conatet eise — (X p _ t F^_ a — V p _i)= a.u.a, .a^, ex- 
pre&uoucm numeratoris illius dedueimus sequeutom 

Pp_i Jt), + a^i.ajtt .... a p _ t .a p , 
ex qua valor fractiuuls admodum eiegans 

desceudit. Substitutioue igitur perpetrata valoris in (y.) propositi, pro- 
dueti iufioiti Schema resultat sequens: 

* fx - f fe±l >* r « 4. l.(*-f-Df «+2) .1 

y f 14. I.2( n +r,(n4-2 )( i,+3)x*' 1 

L • l^4.A';a]Li+3 t n4-4;ar4.3vn+4)(«4.:j;x»4-(n44)(« + 3)(n-|-2jx«]l 

yf|. 1.2.3(« + lX"+2)>-h3y>t4-4)»' 1 

l *[t+4(n+5)xt6(*t5Xn+4)*H4<n+5)^^ 
X etc., 

cujus factores celerrime ad limitem 1 convergunt. Pari modo si välorem 
funetionis fx p In aequatione (k.) proposituin adhibemus, aliud hoo 
rour produoti iofinili sekemat 



Digitized by Google 



274 1*. Bretsohneiätr, 

„ f. 2!f W +t)(>t+2)(H^)g« 1 

X L 1 ~* PS* x x-} [1+ 3 («+4)x + 3(i»+4x«+3)»»+ («+4X»+3X»i+2) Ä * jj 

X etc. 

Posito nomeratoro in aequauone (Ar.) ='V P atqoe aeqoatione (*.) 
per (t.) divisa, proficiacihir: 

Porro, cum sit %ä j:„~ V p , baLemu», 

Vf—i **F$ V p-iXp — ? p V p-i 

uode accipimus: 

Stmili modo divisione wrerse, nimirum (/.) per («0 perpetrata, ad pro« 
duotum perveuimua hoo: 

1 ,1+*/, V(n^i)(n^ )x*\f 1 21(n-H.("+2 '( »+3)x' \ 

v r=7* Ä l ~""FT v 1 — ^ r % sr % /'••*• 

quas tarne u evolutfone», cum rei nostrae alleoao videantur, hoc loco 



g. 7. 

Jam retabamur ad logarithmoa integrale«, quo« posito ;» = 0 atque 
x mt (ix)- 1 mveoimus =* — ^ • f*j ideoquo 



siii^-ir* =~^P — ! nr 



1+....J j 



.. i if I , UM 
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mnc haboraus sequenrest 



x./x"\ lx±V x,ix'/x+2> 

x./xV (/») 1 4-6/or4-6/ x./a: ' (/x) 4 -j-6/x-f6 

1 (/x)»-H0/x+18 

x.lxV (/a-)»+12(/*}*+36lx+2* 



36. 



1 / t (Jxj««f18(/x) a -f86f:c+06 \ 

x . fx \ (:xFHpäÖ (/x) ' -f 120 (/x/ +240^ 120^ 



t (/X)»^rll(fx)'-j-2f /X+ Q 

~ x . /x " (/x)»4-i2 (ix^+Wi^fä » 



t_ (/ >■)' -flO (/a) t +10?(/x)^4-ii4/x+ 24 

x. /.c' f/x;* + 20 7x)» +120 (/*)• -f-240/x4-l20' 

i /. <> f 28 ^ ."■ ; - -{- 246(/x^ + 7 56/x-f600 \ 

~ j.tj\ (ix) > -f 30(7*. )« -f 300» «p + 1200 (Ix)' + 1800* x -f- 720/ 

U x) ; +2L> C/r * -{-272 (f x) '-f- 954 (/x)M-1044i x-M20 

w »i/x'fix^+aoc/x)*^^^*}«^*^^)*^!^/*^^» 

fitC. 

Dcnique uancisciniur producta iuGoita 
37. h — = ~~^+ rTTr'Gx^K 1 + '>'*+<>) 

X 0 1/ x + 4] [fx) • + 12 (/'x/ + 36 Z x + 24] ) 
__ 1 fi 1:2! \ 

y 2J31. V 

\ ~| +- J[(/a)' + V>{lx)*+30l*+2*]J ' * " 

(Juibus oinnibus acqualionibu« ad Ii — oomputatiou«m natis comroode uta- 



ris, m argumenti j; valor admodum aceroverir. Sed haue fysara 
rum coneinnitatetn valde augere licet, ubi reteotia omnibus aeriei (12.) tc r - 
miois, qui unitatem non suj>erant, transformationero in aotecedenti §pho 

doctaui illi* tantuui tCi-niini* .»JjnLucri«, qu.« freiem redJunt divergeuteta. 
/)uo facto erenif »xeropli graii«. 

,. t I , V. , 21 3! ' «,<> — PH 

n! ; 1 , tlfr f I] , 1 

* *ü*r Lx+ «"-h7 ""• p«+(«+i)jKte»)«Hi (« +2j/x 4-C"+2) (*+i)j * * " * J 

ä f m 1 J x ■ (i .1 ■ • r — - (/x;»-»J 1 x<ijp" ' X." 

r(c. pt c . 

36. 
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Facfli negotio in bis aequationibus pro quove variabills x valore quanti* 
tatein n ita deteriuiuabis, ut tninimum aolummodo nutnerum dignitatum 
Ix computanduin habeas, qui legarithmi integralis valorem aatis exactum 



§. 8. 

Aequationes adhua cnuclcatae quamvis apcrte siot utilissimao, eo ta- 
rnen incommodo laborar.t . quod singulorum nunierorum logarithmi inte- 
grales singuli sunt computaudi. Pro valoribus vcro argumenti non magno 
discrimioe diverois multo minor computationis erit labor, ai logarithmum 
integralem alium ex alio eomponero vel ai valorem II(a+ x) ex valore ha 
derivare licet; cui rei constituendae baeoe interriunt disquisitiones, 

Si quae fu actio argumenti a+x aecundum dignitatea functionia alius 
irgumenti x, quae tarnen pro x = 0 neoesse est et ipsa eva- 
t, debet evolri, optime theorema Soldneri elegantiasimum adhibcn- 
erit. Habes enim: 

39- F(a-rx) « F« + £-i'+U^''+g*'' + . v , 

qua in aequatione u funetionera quamcunque argumenti x et formae 
f{a-\-x) — fa indicat, coeificientes vero A valorea ioduunt boa 

A Ä Tj7* A — d~fc> * B.fä el0 ' 
Quo in theoremate adhibcndo id praecipue agendum est, ut functio ti eli- 
gatur talis, ut coefficientes A quam simpb'oissirai prodeant. Quod facillime 
ita effici posse videtur, ut u ssa-f-ar— aas ponatur, quo facto theorema 
noatrum ad no t um Ulud Taylorianum reducitur, uimirum posito Fa = tia, 

3—- 3* — 3* — • 

1./ 1 x h , * i ,»"/«, *• la , »« la . 

40. U(o + x) a= >'« + T ^ + ^"5^" • äT , "5^" + 47 , "<J?~ + *''* 
Jani vero bobes 

quem valorem si io (40.) substituas, solutis parentheaibus terminisque Iltis, 
qui easdem dignitates quautitatia la continent, in unum collectin, accipis 
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~*" (JÖJ" Va» *o» 4} o* öT'ö 1 " r"") 
r— etc. 

et si pro seriebu» in parenlheai iiiclusla carum valorea ex aequatioue (18.) 
aubatituaa et brevitatia causa 1 + & = u ponaa, 

42. U (.+•)- Ii <m = Ii « +au [£ Cf- ^ + ... .| 

quao quidem seriea pro niagnis valoribua quantitatia a cito converglt, et 
dummodo coefficientea tJu) n C^"' cornputaveria, facili negotio omni a adhi- 
beri poterit. Tameu bano aeriem, cum alt maxima ad eompotandoa loga- 
ritbmoa iot. argumenti au utilitate, non aiue magno labore ad computan* 
dos fuoctionia \alores pro numeria illit, qui a proxime inaequuntur, adbi- 
bueria qunuiam, mutato x aru u, omnea quoque coefficientea (Ju)*C?* 
denuo easent computaodi. Aequatio (40.) buio rci efficiendae optime in* 
serviret, cum ejus coefficientea uuius quantitatia </ siot fuuctioues; aed coef- 
ficientes ipsi tardiua comminnuutur ha ut via ulla gauderea sublevatione. 
Cujus rei importiuutati tat mederetur vir cl. ßuzengeiger hoc theorema 
integrale 

43. ffCa+.x)3v=s 

+ eto, 

propoauit, in quo quantitatea p' f p", ..../>• proraus ex arbitrio, quantita« 
tea autem g', q" t ...» (/ ex iilia ita definiuotur, ut » primi aeriei termi- 
Dorum evaneacant. Prodemit igitur, ai combinationea «rtan olaaaia ex v ele- 
cientia, nulla permbsa elexueutorum repeütione, aignifioea per r §„ , aequa- 
tionea aequente* 

36* 
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m 

i-'<5^i— * "- r ^_, + \ —s-.— . ...± ^ 
f//=s ~ rw-p' kp ~p") .(/'"'-y'Xf wo »< olem '^p" / »p ,T »- 

Jam sporne apparot, quatenus boc ibeotetna cum alüs quadraturae nie- 
tbodis coogruat. Si adeo n quantitates p ha determioare velles, ut ter- 
minorum in (43.) adhuc reüquorum etiam n primi evanescereut, pro quao- 
titatibus p et q valorcs. Uli rcsuHarent a viro cl. Gaufi deterinioati. Oui 
cum alias magua cum utihlate adhibcautur, in nostro caau non satis maguum 
praestarent commodura, quia fuuetiooea q r f(ß-\-p r x) = tf[l(a + p r x)]-* 
magnam tum iu computanlo facereut itnportunitatem. Licet vero euodem 
astequi unem ita ut quantitates p' 9 p" 9 .... plane ex arbitrio determines, 

duinmodo in (43.) quantitates /, q" y ita oonstituas, ut ab rto de- 

ttum seriei termino n tormini evaoescant. Quo facto proficiscitur «equatio 

44. yV(r/ + a?)3x = 
//a.a« + ar[(l+/+y"+.... + r )fu- { fft+p'x)-q" f{a+p"x, q'f(a^rx)\ 

+ ff* CS + '/'•/>*'- -0"*+»«+«V'> 

+ 

«+• eto., 

nec non valores quantitattun q' t q'\ qoi sequuntur: 
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— — — * ""'^w-a 4- ... . + 1 

r+2 ^ r+3 » + r+l , . , „, 



P "Hr« {r-r"w- l -r"). . . . (p"'-p")(p'-p") 



pg2* ^*^£B— If — I^ »E±j feiern »' »«-') 

' = -p^ip-- i -P*xi^-p>) ^r=fW=^ 9 ( ™ % * } ' 

Si a nou inferius est 100 neque x superat 5, auffielt utr=3etKt=2 
i, ut logaritbtnos Integrcles orgumenti* a+x uBque ad 7 locos deoi- 
accurate computes. Quanjquara ita etiam saüs operosa reetat com» 
putatio, ut in alias joquiramus forraidas neecsso est, 

§. 9. 

Quodsi series omnes pro logaritbmo integraJi nobt* proposita« inter 
se conferimus , neminem fagere potesl paene omnes progredi secundum 
dignitates logarkhmorum, ipsasque illas, <iaae ab iniüo sueusdum dignitates 
ipsius argumenti evolutae eranf, in alias posae mutari, qua? aecundum dignita- 
tea illiua logaritbxni procederent ; quae quidera res aperte dooe?, logarkbmum 
integralem per tbeorema viri cl. Söldner simpUcissime evolTi, posito /« 

miß. llabcs ita, cum srt l(a+x)-la = l(i -f~) = /i#, 

CoSfficientca terminorum (Inf cum solius quautitati» a »int funetianes, iis 
8emel determinatis, ex. hac formula logarithmi integrales totius seriei nu- 
merorüm a aubaequentium oemputari possuut neque rnquiritnr, ut parri 
tantum quantitatrs x valores admiUantur. Eteoira cum adeo x~a pc- 
natur, lu — 12 aatia exiguum habes, ut aeriea ipsa cito convergat. 'Jan 
cum per form« lata recurrentem 

_ _ = A m 

coeffieientes posterior quique ex actecedenti denvari posacat, seriein (45.) 
&i adhibeas muUuxn praebet commoditatis. Quare vir cl. Söldner sertem 
bano noci traiuformata» sed talem, qualem modo exhibuimus, ad compu- 
taudatn tabulam aufm» adiribuit. Licet fero BMiltO augere ejus 
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di'positts nimirum coefficientibu* A, et terminis in Je ortia alium ad ordi- 
nem inter so junctiH. Prodit cnitn ex (45.) 

, Ouy (/■«)' . (/■■)* (!«)» I 

_»_ (/«)' (<»«)* . (/'•')' ■ _ (!»)* ., 

+ eto. 

Collect is nunc terminis in serie horizontal! collocatls, aocipls 

quae solutis denuo parenthesibus, singuiisque terminis rite coujuneii», obit 

47. Bau = + ,(£<^ + %£c^+^£S*+....). 

Kursus igitur babemus series C", nec non od speciem quam maxjrae oom- 
modam oonformatas, cum s bio sit negotivum ideoque opposita sese exoiptaot 
siugulorum terminorum sigoa. Eaodem aequationem (47.) adhibitis formulis 
(23.) et (24.) immediate ex formula (45.) derivare licet, cum pateat esse 

4. — «», tuzr' 

Contractis iu (48.) terminis, linea perpendiculari sibi suppositis, relabimur ad 
aeriem (42.), quam nuno ex Taylor* et Soldneri tbeorematibus eaodem oriri vi- 
demus. Solutis herum in aequatione (42.) aeriebus C lu terminisque, qui oequa- 
lesargumenti iu dignitates cODtiuent, ioter se juuctis, nova prodit formuta: 

48. Wau « Yxa + an [/(iüf)— /«!!,+ (/«^If,- tfufU, + ....] 

mm _ t tm _i /M» , 1. /f«y , 

r.2.3....« , /7"~or....(*i4-i) Vi«/ ^3.4....^-f.2)V^a/ 

Coeffioientes £P ex quantitatibu. AT fphi terliae bos sibi habent valores: 

Jf u « /(!+*) 

ff M i 

s • •»•••«» 
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und* accipimu« et bot: 

Quos valor« ai in perpetuum sibi sub&tituis, cum residuum 

(n-H)(n +2).... (» + 0(q^) ^ pro r«=oo plane evaneaoat, ©oeffi- 

cientls B m valor prodk aequens: 

49. ^^^[^i-rfi+^pd^) +;rp(i|5) +••••] 

Babemus autem casu noafro f^=7^ > qua de causa aequatio (48.) abit 
io bano: 

5«. B,«=U a +««[/(^)-^K l+ ^K,-^*i+....], 

qnae nonnunquam bene adhiberi potent. 

Deaique boc loco ootare conrenit, ut omnes formulae in §pho 8. 
et 9. propoaitae alia etiam aimplicissima via inrestigari possiat. Est enim 

trade, cum ait 

^«(^-««^■-»(/tt^+nCii— l)^«)"-» +n(a-i),...3.2/fi+n/J 

= ±n/, 
aequationem habe«: 

Hau = 

ex qua pon'to Ist, valorem constantis 

acctpis, qui suo loco substitutiv aequationem nootram 

si. ua« = Ka+0 [^c;«_({s)-cj. + ^)c;-_ + .... 

eandero praebet, quam supra in (42.) jam inveoimus, ita ut erolutionea 
fuuctiüDia ex tbeoremate Tayloriuno vcl Soldneriano omnioo 

non »int neoessariae. 

§. 10. 

Formulam illam (42.) , quam tripliri modo invefttigatam Semper eau- 
dem iovooiinua , ia tota hau tbcoria e»se fundamentalem neminem fugere 
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petest, ita ut in alias novawjue aequationes frustra foquirere vidcamur. 
Jam formula baeo ot illae iu (47.) et (50.) propositae, quae ex ea descen- 
dunt, facultatem nobis p rächen t, logarithmum integralem pro quo vis argu- 
menti a valore »atw commode oomputandi. Maxiniam autem utHitatem 
hae aequationes logurithmis integralibus dignitatum argumenti coraputaadis 
»uppeditant. Posito enim a bb oT et u =. a, prodeuüt ex (42.) et (50.) 
aequationes 

52. h = u [l €5*~£ch"+ 1 9 ct*-~i CH- + ....], 

b^=na"+a'+'[/(n+l)~^Ä; + ^Ä,-^Ä'. + ....], 

quaruro opo aut logaritbmos integrales dignitatum ejusdem radicis suoces- 
sire asoendentium , aut logaritbmos integrales earundem dignitatum diver- 
sarum radicum commode computarc poteria. Ex (52.) successive substi- 
tueodo et haec prodit formula: 

54. u*»-Mr+C+&+& + &^ + *£] 

— etc. 

ex qua licet ascendero a logarithmo integral! inferioria dignitoti* argu- 
menti a, omissis mndiis termiuis ad cum summae dignitatis argumenti; 
quo«- formula cum celeHme convergat omnibus iis satis commoda es^e 
videatur, qui non nimia flr.gitant. i.equationem paucis admodum ovnmplis 
utilem seriea (47.) nobis praeberet, coeffioientibus C "pro a—a" tardiasim» 
decrescentibu». Ut vero logaritbmos integrales argumenti ~- ' compararet 
ha<?c serie« apüssime eat, qutppe quae, lu posito oegativo, aequationem 

suppeditat. Quodsi idem mutaveris in (42.) resultat: 

quae quidem eadrtm est series, quam vir ol. Jifs.se/, quam vis aliam pror- 
»us viam iogresau», nactu* est et ex qua duas formales euuoleavit, aequa- 
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tionibas (52.) et (64.) simillimas. Quodai vcro ad uaum apectes, nostras 
quas modo exposuimus forrnulas ufiiitate aua BesseUanas superare putave- 
rimus, cum opposita in nosfria et torminorum et coeföoieatium C sesc 
excipiant signa, ideoquc poaifo a^>l magia quam Bessetianae con vergast. 
Posito autem a<T i formolae nunc ß'ssctianae antehabeodae fuerint, cum 
its adbibitis carte m coeTficienlibua C oppoaita se signa exdpiant Pari 
deniqne modo ex serie (55.) trammutata noram habe« aequationem aa- 

Quae aequationes, rite int er se junetae, ad tabulam loganthmorum inte» 
gralium oouscribendam optima suffichiut, cum quantitatea a et u valorem 
quemyis Tel integrum vel (rectum habere poasiot. Jam uti in logaritb- 
morum naturalium computatione auffioit, ut logarithmos Bolommodo nume- 
rorum primorum inreatiges, Ha ad tabulam logaritfamorum integralinm ex- 
struendam id antun neceste est, ut valorea ooeffiotectium C*'" pro u =» 
2 > l> i) i > rht fii rit t£> *i eto. oompntes, quippe quorum ope totam 
functioois noatrae tabulam condere licet. His enim ooeffioientibus indaga- 
tis aequatio (29.) logarithmos integrales suppeditat argumenti 2, 4> i eto. 
neo non argumenti l, f eto») qui cum totiu» tabulae fundamentum »int, 
ut ad computationem verificandam eoa ex aequatione (2.) Herum eroJras 
operae, cum paeoe oulla ait, pretium magnopere faoias. Jam rero ex (52.) 
aeu(54.) logarithmos integrales dignitatis ntae omni um horum nnmerorum 
nancisceris, qoos verificationis gratia iterum ex (53.) quaeras. Decique ai 
logarithmos integrales oomputas nnmerorum 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 eorum- 
que digoitatum priorum, nunc tabulae aohema habes, quod facili opera 
explere potes; neo non perpetuo providetur , ne error era in computaudo 
cojumii i«5 » 

«. 11. 

Corooidls looo aequationes quaedam afferantur. <ruae ex Substitution 
a — e seu (a = l e = l proficisountur. Etenim est 

5*. n^» 7 +^±nrr + ^±3^ + 4^:± etc - 
= *; + ln±n[C?+lC?+lC*>+....) t 

Cr*Het WH 4. 4L Bd. i'^- M. 5- 37 
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so. Ii«"** = üir+ < r+'[lCr , -~C- I + ^^-+-...] 

« i,v+^[/(t+n)--^Ä;+i ? jK;--ljr:-f-.-..]» 

60. j = '(< + £)' 

.1 111 III! 2!2f i 1 

61. Ii - = l^pi +^ +I)(n a +4j|+ 2) + (ii»+4n+2)(»i 3 +9««+i8«+ 6 ) 

= ""«^ + ^ [1^2] l 1 +»'+6^6] [* + <»+4Xn»+l£ a +a6n+24] • • • 

Poeito fl= 1 valorea inde resultant partioulares ) 

#» n* 1 f, , t.'U , 2'2.' , 3.'3! , 4141 , 5!3! 

, 6!6 J 7! 7! , 1 

T 13327. 130922 130922 . 1441729 J 

— I +f i (i+SSD 

x ( l +isäi .37533) 

— fc-»(«-^(«-l!ID(t-S('-Ä) 

X ( 1 — 2420 .'37633) *•" 



Fraotionum sulsidio approxiiuatarum e fraotione oonlinua (a.) fphi quar- 
tae evolularum haeo quoque aequatio proficiscilur: 

R ~ ..1 1 1 4 6 14 65 374 22f.3 13673 1 13230 

.Tarn stno ullo labore lex, qua dmsorea factorum sragulorum progrediuntur, 
ex formulis in fplio 6. et 7. propositis recurrentihus evnl vi potest. Est enim 
ex. rv. 73 = 7.13— 2.3.3; 5ül = 9.73—3.4.13; 4051 = C1.50 —4.5.73. 
Pari modo habes 44 = 7.8— 2*3.2; 300 = 9.44—3.4.8 etc. Valoron 
li-J- ipeum nunc sequealPm euuolearimns ; 
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Iii = —0,21938.39343 95520 27366 5,... 
cui addimua buno oorreapondentem : 

Ii e = 1,89511 78163 55936 75547 8 , . . . 



Quibua omnibus praeparatis id aolummodo nobia agendum videtnr, 
ut talnilam fuootionia noatrae aalia expeditam exatruamiu, cjuod opua au- 
tem operosiBsfmnm, quarovis ejus fundamenta jam »int facta, in aliud tem- 
pus nobis differendiun est otioBius. Tuno vero non aolum baue tabulam 
sed theoriam ctiam et tabulaß aliarum quarundam ffanotionuni , outn loga- 
rithmo integrali arete junotarum, exhibeamus. 

Scnpn Gotliae, die 13- Ott. 1835. 
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16. 

Sur la manitre de resoudre Pequation P—pit**! 
au moyen des fonctions circulaires. 

(Par Kr. G. Ltjtwtt Dirichkt.) 



Dans un memoire que fai lu u l'Acad&nie des soiences de Berlin, et 
doot oa trouve un extrait dans le oompte rendu pour le mots de faulet 
dernier, je me suis propose" de prouver rigoureusemcnt que toute progres- 
siou arithro^ique indefinie dont le premier terme et la differenoe sont des 

nombres premiers. Las recherches que fai eu a faire pour armer a une 
demonstraiion complete de cette propositfon qui peut etre emplojee arec 
sucoes dans differentes questious relatives aux nombres, mout donne* San 
de remarques? un rapport assez singulier entre deux tneories qui ne pe4- 
sentaient jusqu'ü present aucuu potot de contact. 

On sait que requation f — ptf*al a dans laquelle p designe un 
enüer positif non- quarrt, est toofours r^soluble en nombres entiers, et 
que cetto proposition fondamentale dans la tbeorie des equaüons ind&er- 
minees du second degrl, a ete deduite par Jjagranqe de la consid^ration 
de lä fraotion oontinue periodique qui resulte du developpoment du radi- 
kal v r p- B. est remarquable que la r^solution de lequation prec&lente 
puisse aussi se rattacher a la th^orie des equations binomes dont la science 
est redeyable u Mr. Gaufs. II resulte non seuleraent de cette tbeorie 
que l'equation f — pifsa 1 est toujours resoluble, mais on peut meme en 
d&uire des fonnules generales qui exprimont los inconruies t et u en 
fonctions circulaires. 

Quoique cette maniere de traiter requation dont fl s'aglt solt appli- 
cable a tous las cas, je me bornorai dans cette note a deVelopper celui aap 
est un nombre premier, ce cas süffisant pour faire connafire Tesprit de la 
methode. II est saus doufe inutüe d ajouter qua le mode de Solution que 
Bous allons indiqucr, est baaucoup moins propre au calcul numerique que 
celui qui derire de l'emploi des fractions continues ei que cette nouvelle 
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de rosoudre l'equation f —^ = 1, ne doit «tre envisagee qua 
le rapport theoriqne et ootmne im rapproobement entre deox b 
de la science das nombres. 

Soit p un nombre prämier impair et oonsiderons Mmiatfon 



r. ^ = x = o. 



Les raciues de cette e'quation sont donnees per l'expression e v , 
laqaelle «et y ont la sigoiilcation ordinairo et m deugne an entier com- 
prii dant la Suite 

ij 2^ 3j • • • ■ ^""1« 

Permi ces enüers U y a ^f- residus et autant de non- residus guadrati- 
ques de p, que nous desjgnerous respectirement et pris du ua ordre quel- 
oonaue wir 

> öj > • • • • «g-j et | 0, | • p • . . 
Cela pose* il r&ulte de la theorie de Mr. Gauft *) qu'on a oes deux equatioos 

loa signes superieurs ou mfeVieurs ayant lieu suivant que p a la forme 
oa oelle-d 4f*+3, et F, Z etaut des polynomes en * dont les 
ooefEoioQS sont enn'ers. Les equations preoedentes etont multipfiees entre 

3. 4JT = r'T/fZ 1 . 
Corome les nombrea a l} a 2y .... a ., abstraction mite de l'ordre, sont 

les restes qui proviennent des quarres 1», 2 7 , .... torsqu'on di- 

rise ceux-ci par p, la premlere das equations (2.) peut e>idemment etre 

Tr+z Zp= jCt-. 1 ' ^-«)....(— J^" 

Distloguons actuellement les deux cas que p peut präsenter et supposons 
en premier lieu p de la forme 4p 4* 1* Faisant a?= 1, dans las oguatious 
(3.) et (4.) et designant par g et h les valeurs entieres de Y et Z oor- 
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espondanies h cette supposition, tl viendra 

Comme I on a 

p 

la ilerniere equatinn prendra la forme 

rM /> = «*<-©**i« i .*» i....*(ej*) , f.;" +ä * + "-« ! ) , 3^. 

Oo a d'un autre odte* 

i+2'+.... + (e=l)'=p£^i, 

Ott eet «kidemment un entior pair ou impai'r suivant que p a la 

ibrmo 8fi-f i ou oelle-oi 8 ft -f- 5. Le faoteur exponentiel est dono sui- 
vant oes deux -f" * ou — 1 ek P 0 »* P*"* oonsequent 6tro exprime* per 

(— ifr. Stibstihumt oette expression dana Iequation prfoedente et se 
reppelanl j* eat pair, i) viendra 

II r.',ulto de 1 dquation (5.), qua rentier g est dimible par p; en mettant 
dono pAf A la plaoe de y, on aura 

et! 

» 2^ E inl^. ^ in2 1 2.....aill(£=^) , ^ =» a. 

* P P P * P 

Ou Toit dono qu'il existe des entiara A et tela qua A* — p* 1 »— 4> et 
que co» entiera peuvcnt generaleinent etre exprimes par loa fonotiona cir- 
eulaires, oas Ton conolut facilement des eqiiationa preoe'dontes 

Pour passer A l'equaü'on f~ pf^sl, d faudra distinguer le cas ou p a 
la forme 8^+1 et oehii ou p = 8^+5. 

Dans le prämier de oes deux cas, h et k serout eVidemment paira 
Tun et l'autre et Ton aura 

(»)•_,(*)•„ _,, 

d'oii I on ooaclut 
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!es parties rationnelles et las ooeffioiens de /> e*tant egales separement. 

Lorsque p est de la forme 8rt+5, A et * soront impairs I»un 
et I'autre. En posant alors (k+kfp?** k' + k'fp et par oonsequent 
l'aA' + 3^, #«s3A , *+|»* , f on aura l equation 

h'*—ph n m — 4 S . 
II est facile de voir quo Ies nombres A' et Ar 7 sont Tun et l'aittre dirwlbles 
par 8. 11 suffit, pour s'eu assorer, de las mettre sous cette autre forme 
en ayant egard ä l equation (6.) 

A'=4A0»* 1 — 1), V^zlhitf+i). 
L'equatitm preoe'dente deviendra donn 

(*)*-,(*)'— i, 

d'ou l'on de*dirit la Solution de requation I*— JMfecl, en posant, comme 

Considerons en seoond Heu le oas on p est de 1a forme 4u-f-3. 

Dans oe oas, les ooefficiens des termes ä egale distanoe des extremes 

2 et —2 du polynome F oot Ies memes raleurs numeriques ovec des 
Eignes opposes, de sorte qu'ou peut mettre oe polynome snus Iti forme 
r« 2(*-— l) + fla?(«^— l)+ft« a C^r^- , — 1) + ...., 

en posant ponr abreger m = -~ — . 

Et comme en attribuant u l'inddterminde x la valeur perHoulierey* -l,one 

*>(**>-«— 1)= 1) es 1+/— 1 etc. 

<r"-l = — (1-/*— 1), = 1— y"-l, 

1)» 1— y^— 1, * , (*'- a — 1) = — (t— 1) etc. 
suirant que m a la forme 4p + 3 ou colle-ci 4p +1, ou oe qul est la 
meme chose, summt que p a la forme 8p-f 7 on 8fi-f 3 » on roit qne le 
polynome Y deviendra selon ces d< ux cas 

g designant un entier reel. Quant a Tautra polynome Z dont les ooef- 
ficiens egalem cnt distaiis du co mm unreinen t et de la fin «ont egBux, on 
trouve d'une maniere toute semblahle, qul! t* reMuit ponr x = ^—1, 
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h lo forme /"•— 1) ou a oelle- ci 1), suivaut qu'on e 

pss.Hp ou ^z=S^-}-3, A detigoant pareillenient un entier real. 

11 resulte de lu et de ce que 1 on a övidemment JT= /" — 1 pour ar s= 
/* — 1, que 1 e'quatton -i Ä= Y 2 -^p2P devicndra duos cette meme supposüton, 

* fQts-iy+pVix+f— iy « 4/--1, 

los signes superieurs ou inferieurs oyant heu suirant que p a Ia forme 8^ 7 
ou oelle -ci -f- 3. 

L'equation preco'dentc est äquivalente ä oelle- ci 

7. f—pk< =* ±2, 
qui est donc toujours r&oluble et de laquelle od passe facilement ä 1 equation 
f — / u' = l eu posaut {g + h^pf^lt+lufp, ou ; et u seront des 
entier s, q et h etant e\idemment impairs. Pour exprimer erauite g et h par des 
fonetious circulaires, Ton posera *= dans l'equation (4.) et » on ooro- 
binera le r&ultat de cette Substitution aveo l'equaüon (7.) 

On voit que la Solution que Ton vient d'indiquer, n'est qu'un oocol- 
laire tres simple du theoreme du a Mr. Gauft et d 'apres Iequcl !e poly- 
nome 4 X peut toujours etre mis sous la forme Y'+pZ?, p etant un nombre 
premier. Pour eteudre la meme Solution au cas ge*ocral ou p est un nom- 
bre compobo, il laut donner une plus grande etendue au theoreme dte". 
Cotte generalisation ne präsente aueune difficulte' et peut se deVhaire des 
prineipes sur lesquels repose Ianaljse de Mr. Gern fit. C'est pourquoi je 
me oontenterai d indiquer le resultat pour le cas d'un nombre oompose* de 
deux facteurs premiers. Le« lettres p et g designant deux nombces Pre- 
miers impairs diilerens, on trouve que la fonetion entier e 




peut toujours se mettre sous la forme Y*^pqZ\ Y ot Z designant ton- 
jours des polynomes, dont tuus las coe'fficiens sunt des entiers, et le sign« 
soperieur ou le signe inferieux ayant lieu suivant que le prodiut pq a la 
forme 4p-H ou celle-ci 4fs-f-3. Cette deoompositxniresulte comme dans 
le ca* partioulier d'un seul nombre premier, de la dktribution des raornes da 
requaiion que l'on ubtient en egalant l'expression (8,) u eero, en deux groupes. 
Voici un exemple de cette decomposition. Faisant ;>=ä, 7=11, on aura 
AifüzliifZÜa JP — 33Z^ 
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17. 

Sur les expresstons du reste de la serie de Taylor. 

(P«r Mr, Ohr. Järgmun, do Oopeakigne.) 



Oa Mit qae Lagrange et Amptre out donne" deux expresifons diverses 
de la fonction, qa'on doit ajouter en se bornaut u un nombre Jimito do 
dans la serie de Tuytor. 

La premiero de ces expresaions rusulte de !a difKrentiallon da 



f ,-/5,+r*if2+/»- Is r3 i: +....+/««i^;+a 

Ed eilet, en düTerentiant par rapport A x } et tntegrant ensuite, 
aora la yaleur de Q, qu'oo peiit äcrire oiusi 

II est facüe de !ui donner loa forme» , sous lesqaelles on la 
oontre dans las lorits do Itagraagi, Laplace et Lacroix. 

La seoonde expression, oalle ÜAmpir*, est formen pai 
de P, J» P", P<"^> entre lequation ideotique 

f—f*+Piz-*h oft P»^f^ 

et SM de'rive'eB par rapport k oc 9 jusqu'a Tordre n, losqnelles sont de la 



On a aingl 

* 9 

Comparent las deux equations (I.) et (2.) on a 

equations facile A ve'rüier, soit en obserrant qae la derhree da («.), mal« 
tipliee por (e — jc)" petit s'ccrire ainsi: 

f^+'>» + [P<•>(*--a^)■♦ , ] , = 0, 

soit en deVeloppant P {m) 4L Jp m * l) a)'d# par les formnies oonnnes 

Crellei iMriui! d. M. Bd. XVII. HA. S. 38 
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T* = TIF^T W Tv^ +T.2 W 7^ +•—» 

ce qui forme, cu meme temps dm demonstratio^« simples du theoreme 

de Taylor. 

Du reste, le procede ^Ampere, qui contient une differentiation rc- 
pe'tee, correspond a celui de ü'Alembert, qui par Integration n fois rep&ee 
de f (x -\- Ä), cbaque fois depuis h = 0 juiqu'ä h*=h, conduit n la serie 
de Taylor et u l'expression du rette de la serie au moyen d une inte- 
grale multiple, qui ae transforme dans une integrale simple» 

La roaniere ordinarre doot od demontre le theoreme de Taylor a 
ausai I'avantage de oouduire directement u 1'expresaion du raste, einst 
qu'oo va le voir. 

Supposant 

a +ß x + yx *+ .... /*" = a'+ ß'x-t yV-f ... . »+ tjT 

a t ß j 7> ^ > ö', ß'. «/,.... V e*tant des quaotites oonsf antes et f 

deux fouctions de x teile» que x = 0 donne = 0 et ? x — 0, ou de'- 
montre aise'ment que a=» a', ß .... \ = V, 4* es/ 7 . 

C'est le principe des coeffioions indlterminees. En I'appliquant au 
developpement d'une fonetion fraotionaaire 

(p et ^ etant des fonotions rationnelles et entierea, et * une fonetion teile 
que x s= <) donne * = Ü, on trourera la vaieur de z au moyen de Peqaa- 
tion / = t'y qui dans oe cas est du premier degre\ Si I on deVeloppe une 
fonotion de la forme ^($x), <P etant rationnelte et entiere, on aura une 
equation / = /' du second degre, et ainsi de suite. 

Pour le developpement d'une fonetion queJoonque de x-^y suivant 
les puissances asoeodantes de y, oette equation est aux diffeYenoe* partiel- 
les entre *, x et y, En effet, si Fon suppose 

/'.'/....?• etan 1 des fonetions de x et > , on a 

f* +P'y + tv +*• V + . • • . + *V + (||) 

- /> + 2g y + 3 ry* + . . . . + nv y*~* + (« + 1 )«y + (|i) >-+». 
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©e qui donnert les raleurs de />, q, etc. jusqu'u 

1.2. 3 .... /t 

et ensuite pour la defermlnation de z l'equation aux differenoes partielles 

Dabord il est aUe de voir, quo cette equation est satUfaite par loa va- 
leurs de z, quou tire des equations (1.) et (2.). 

Pour cela, eo ecriraut dans la premiere # -j- v an Leu de x, faisant 
# = x + y[l— /] et diviaaot par f +l t on a 

SuLstituant cotte valeur daos l'equation 

on trouve 

ijai, ea integrant par partiea le second merabre, par rapport au faoteur 
Fdt, se reduit A 

equation identique. 

De !a second e expreaaion oi-dessus on tire 

\ u — x / 
* 8=5 1.2.3. ...n. 9«" 1 
tf etant xs x-j- y. Si Ton ne fait Tarier x qn'antant qu'ü est conteti dana 
on a 

<U) - O' 

donc, en faisant Tarier cn memo tempa fx et a:, on obüent 

/«M . v «—x / 
\ax/ Va 7 y *— i.2.3...... d«-+ 4 * 

Substituant dans l'equation differentielle, ou trouve 
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equatiou ideutiqne en vertu de l'eqnation (a.). 
Bu integrant l'eqnation lineaire 

»nirant las regles conoucs, od obtiendra 

* = - (,-^. 1/ 12.3....* 8 * + g ]> 
ou Ton fero apres Pintägration cae=x-fy et C = <£>£, (p de&Igaant una 
fonelion arbitraire. Ou peut donner u cette expreasion lu forme 

« - -rfrLc nr^rr ' ^^+r)i. 

Puisqu'on doit avoir sry""*" 1 =s 0 loraque }" = 0, et que ftolegrale 
d£fi uie a'evanouit dann la memo «Opposition, on a <p = 0 > d'oü , en faisant 

ce qiri revient au tbeorome de Lagrmxge. 
25. Juin 1837. 
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18. 

Gtfomötrie imaginaire. 

(Par Mr. N. Lobattchactky, rccteur de l'uuiversite de Caxan.) 



Ii y a ä peu pres cinq ans que j'ai fait insercr dans un journal scienti- 
fique qui paraissail ä Cazan, quelques articles sur les elemens de la geo- 
metrie. Apres y avoir developpe une nouvello theorie dos paralleles, j'ai 
täche de prouver que rien n'autorise, si ce nc sont les observations di- 
rectes, de supposer dans un triangle rectiligne la somme des angles egale 
ä deux angles droits, et que la geometrie n'en peut pas moins exister, si 
non dans la nalure, uu moins dans l'analyse, lorsqu'on admet l'hypothese 
de la somme des angles moindre que la demicirconference du cercle. Dans 
les arlicles cites j'etais meme parvenu, par des considerations toujours geo- 
metriques et ne m'appuyant que sur cetle nouvelle hypothese, ä donner 
des equations ibndamentales pour le rapport entre les cötes et les angles 
d'un triangle rectiligne-, enfin j'ai donne aussi les expressions generales pour 
les elemens diflerentiels des lignes courbes, des surl'aces et du volume des 
corps dans cette geotuetrio nouvelle que je veux nommer imaginaire. Ce- 
pendant resserre alors dans les limites d'un journal, je ne crois pas avoir 
traile ce sujet avec tout le detail necessaire. Je m'apercois ä present que 
beaueoup de propositions que j'y ai annoneees sans en donner en meme 
tems les demoustralions, et le peu de developpement qu'on doit remar- 
quer d'abord dans des calculs fort longs et embarassants, im ml peut etre 
que trop contribue ii rendre inintelligiblc tout BOB Iravail et a jeter meme 
du doute sur la verite de ce que je voulais y enoncer. Mais si d un cöte 
je ne desirais revenir sur cette mal irre qu'en ecrivant dejä d'apres un plan 
un peu plus etendu; de l'uulre je me suis resolu ä sotimettre encorc une 
fois au jugement des savans les resultats que j'ai oblenus, en les verifianl 
d'une maniere nouvelle. C'est en rebroussanl pour ainsi diro chemin et en 
partant d'abord des equations fondamentales que je tacherai d'introduire 
leur adoption dans la geometrie et de mettre bors de doute qu'ils puis- 
senl jamais mener ä une absurdile, sous quelque rapport que ce soit. 

OnlU'l Journal d. M. Bd XVII. Hft. 4. 39 
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Soil e la base des logarilhmes naturels, n le rapport de la circon- 
ference du cercle ä son diametre. Designons par a un nombre quelcon- 
que posilif et qui represenle en meme tems la longueur d'une ligne droile; 
o' un angle > 0, 5^ \ n qui cn depcnd et dont la valeur peut etre calcu- 
lee au moyen d'une de ce trois equations identiques 

sina^^j, 0080' = -^^, cot4a' = C. 

Nous contineruns de memo ü accenluer une lettre pour designer 
un angle qui en depend de la meine maniere que a derive de a. 

Soient a present p, q deux cötes d'un triangle rectiiigne rectangle; 
P, Q les deux angles opposes. r l'hypothenuse. J'ai demonlre qu'en sup- 
posanl P + Q<Z \ n, on a 

1. sinr' = sin p sin q', 

2. sinr' - lang/ 1 lang Q, 

3. tangr' = lang// sin P. 

Ces trois equations. independamment de ce que p , q', r, P, Q sont 
sensees dejä y representer, peuvent elre regardees comme autant de conditions 
qui limitent le nombre des incounues arbitraires. 

La combinaison de la premiere avec la troisieme nous donne 
cos r sin P = cosp'sin^'. 
Apres avoir eleve cette nouvelle öqmition au carre, si on y met la valeur 
de sinp' tiree de Pequation 1 . on n 

4. cosq = cosr'cos/' 
sans ambiguite des signes a cause de tous les angles aigus. 
En eliminant r des equations (3.), (4.) on aura 
5. tangP = cosj/tangg'. 
En faisanl la meme chose dans les equations (2.), (3.), on trouve 

6. 9\x\Q = sinp' cos P. 
Des equations (2.1, (4.) derive encore une nouvelle equalion 

tangr' ~ lang q sin Q 
qui est par rapport ä q, Q ce que l'equation (3.) est par rapport ä p', P, 
et dont les combinaisons avec les deux premieres (1.), (2.) fourniront des 
equations semblables ä (4.), (6.) oü Ton n'a dans ce bul qu'a changer 
les letlres p', q, P, Q contre q', p, Q, P. 

II suit de cela que les trois equations (1.), (2.), (3.) une fois admises 
comme appartenantes ä un triangle rectiiigne rectangle dont p, q sont les 
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cötes, r rhypothenuse, /'. Q les angles opposees a p, q, loules les six 
equalions (1.)* (2.1, (3.), (4.), (5.), (6.) y appartiendront de meine tolles 
qu ellf- sonl, oii avec le changenicnt correspondant des lettres dans Celles 
de cos equations qui ne sont pas symmetriques par rapporl aux quantilcs p\ 
q\ r\ P, Q. 

Soienl ä present a, b, c les trois cötes d'un triangle rectiligne quel- 
conque; I. B, C les angles opposees ä ces etiles. Supposons d'abord que 
A<C}n } fl< {.i (Fig. 1.), parceqifil y aura loujours au moin9 deux pareils 
angles partni les trois angles A, B, C. Du point d'interseclion commun aux 
lignes a, b, menons la perpendiculaire x a la baso c du triangle, et nommons 
y la parlie de c coupee du cöte de fangle A, c — y = j celle du cöte de 
Tangle B. Dans le triangle rcctangle dont les cötes sonl b, x, y on a d'apres 
l'equation (3.) 

tang// = lang x' sin A. 
De la memo inaniere dans le triangle dont les cötes sont a, x, z, nous avons 

tanga = lang«' sin B. 

D on il suil que 

7. tang a sin A = tang b' sin B. 
La meme ebose eüt ete trouvee si Ton eüt suppose Tun des deux angles 
A, B, obtu. 

Dans le triangio rectangle dont les cötes sont 6, x, y, on a encore 
d'aprcs l'equation (4.) 

cosy' = cos o' cos .4, 

d'oü Ton tire 

i -f- COS 6' COS 4 

1 — coab'cos./i 

De la meme maniere dans le triangle rectangle dont les cötes sont a, x, i, 
on Irouve 

7l l+cosa'coaß 

e — -i — - j— ■ 

t — coaa'coaß 

Par consequent 

g Jc / i 4-C08Q > C0 »g\/ 1 +0086*008^4 Sj 

~ \ 1 — cobo'cosä J\ 1 — coefcosA' 
Si un des angles A t B, par exemple A est obtu (Fig. 2.}, la per- 
pendiculaire x coupera lo prolongement de la ligne c ä la distance y du 
sommet de fangle A, et ä la distance z c ■ y du sommet de fangle B. 
Dans ce cas on aura donc 

cos y = — cos 6' cos A , cos »' = cos a cos B, 

39 • 
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puis 



7f _ i — cosfc'cos A 7j _ 1 4- coso'cosß 



l+coso'cosd ' " 1— cosa' cos ß 

En reunissant ces deox equations on a de nouveau l'equation fö.'Jqui se 
rapporte ainsi ä tous les triangies en general et peut encore se presenler 
sous cette autre forme: 

cosa COSf> = - -—. t — 7 , .( --. r- 

e' f +l-(e"-i)co86'co8.4 

ou bien d'apres la notation adoptee 

n , D cosc' — cosb'conA 

9. cosa cosÄ 



1 — cos b' cosc» cos, A 

En y mettant la valeur de cosi? tiree de lequation (7.), nous avons 

• n i j* / C08c'— C0fl6'C08i4 \ 

C0S ° ~ Sma 5mA COlb = ( l-cosoWcosJ - 
Doü ii soit que 

»7/4 i i . t»J\ ■ n 1 — CO87)'*C08j4* 

sina J (l +siny4 cot6 i ) = sin c n ^ n r - -t^t* 

(1 — COS 6 C08C cos 4/ 

Apres avoir multiplie celte equation par s'mb n et divisee par 1— cos 6'* cos.^', 
si Ton extrait la racine carree, on aura enfin l'equation 

10. — — = 1 — coso cosc cosA. 

Le produit de cette equation avec 1 equation (9.) donne celle-ci 

cot a' cos B sin b' sin c' = cosc'— cos 6' cos A, 
qui apres la Substitution de la valeur de cota' tiree de lequation (7.), se 
change en 

11. cotßsiny4sinc'+cos^~ =0, 

d'oü Ton deduit 

cosc' 

C0SÄ = ; — : : • 

coaösinAsmc' } c»8/l 
D'apres l'equation (11.) on a encore dans le nicme triangle 

cot C sin A sin 6 -f cos A~ -, = 0 

cosc' 

et apres y avoir substitue la valeur de cos V qu'on viont de trouver, 

oolCmnAninb'+cosA = cotß ^ nc , + CÜ8:r 
On en deduit lequation 

cotCsino' — 8my< ~ cot g sine' cos ,4 
cot ß sin .4 sine' 4- cob 4 ' 

qui divisee par la valeur de cos 6' donne 

cotc'cot Ctango' = sxnA — cot B sine' cos A. 
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En y snbstifuant la valeur de lang V tiree de l'equalioa (7.), apres y avoir 
change prealablement les lettres a\ A contre c', Q- on a 
sine' cos C = sin A sin B~cosJfs\nc'cosA. 
celte equation par sin c' et en changeant convenablement les lettres, 



on a enfin 



12. cos A + cjqsBcosC 



sin B sin C 



8ina' 

En y rassemblant toutes les^ qua i io ns (7.), (10 ), (11.), (12.) nous avons donc 

*n tango'sin/1 — tang 6' sin ß - 0, 



13. ( . . „ . „ C08C' 

.e i cot A sin B sine + cos B — 7 — 0, 

1 cos a' 



i 



_ r cosyl + cosßcosC- =0: 

ff \ 8111 0 

qualre equations oü les lettres a', b' f c' peuvent se permuter en meine teras 
que leurs correspondantes A, B, C, et fournir de cette maniere 15 equalions 
qui toutes se rapportent ä un trianglo rectiligne dont les cötes a, b, c sont 
arbilraires. 

II en snit que si du nombre de ces 15 equalions on nen choisit que 
trois ä volonte et de maniere seulement qu'elles puissent servir ä determiner 
trois inconnues parmi les six quanlites a, b, c, A, B } C, lorsque les trois 
autres sont regnrdees comme donnees, les 12 equations reslantes y seronl 
dejä comprises d'elles-meme. Donc pour ravoir toutes les 15 equations dont 
nous parlons, on n'a par exemple qu'ä garder la seconde seulement et la 
rapporter a tous les angles A, B, C indifleremment. Pour ne laisser pourtant 
aueun doute sur cela nous ailons le demontrer comme il suit. 

Si on met a'y'-i, b'y'-i, c'tf-i au lieu de a, b\ c' et 

Cosa" > / - 1 - ,an g»'> v'-lsin«, 

au lieu de 

sina', cosa', cota', 
les equations (13.) se transformenl en 

8in^4 _ 8inß = Q 
sina' sin6' 1 

14, : cos A sin 6' sin c'-f- cos 6' cos c'- cos a' = 0, 
cos A sin B -f cos B cos c — cota' sine' = 0, 
cos4-r-cosßcosC'-sinßsinCcosa' = 0. 
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Ce sont les equalions connues de la trigonomelrie spherique et dont 
la veritc, comme je lai prouve dans les memoires cites, est independante 
de Tuno ou de lautre hypothese sur la somme des angles dans un triangle 
rectiligne. Or on sail que la seconde des equalions (14.) rapportee aux 
trois angles A, B, C, fournit a eile seule toutes les autres pour an triangle 
spherique; il doit donc en tMre de meme ^ivec les equalions (13.) qui toutes 
derivent ainsi de la seconde d'entre eilest vApres cela nous nous croyons 
en droit d'avancer que ce qui sera prouve pou*, cette secondo equation, le 
sera de möine pour les trois autres equations (13.). V 

Recberchons mainlenant, si les equations (13.) sufRsejil pour lous les 
triangles rectilignes possibles. Or pour qu'un triangle rectiligne pn^so exister, 
independemtnent de toute hypothese sur la somme de ses angles, onNM> qu'a 
satisfaire a ces deux conditions: 1°. Les trois cötes peuvent ölre arbitnhüres 
pourvu que la somme de deux cötes surpasse en grandeur la troisiem 
2". Deux cötes et l'angle entre eux peuvent etre arbitraires. Cette derniere 
condition est deja remplie dans la seconde des equations (13.), qui nous donne 

sur le champ v 

, sin b' sine' v 

sina = -j— ~ - — r - 

1 — C08t>'C08c'Co8.4 

Or il est clair que 

1 + 2 sin \A* cos 6' cos c' > cos (6- c') 
et puis en souslrayant des deux cötes cos b' cos c', on a 

1 — cos 6' cos c' cos A > sin b' sin c'. 
Donc sin a 1 . donc la formation du triangle est possible quels que soient 
les cötes 6', c et Ieur angle d'inclinaison A. 

Pour verifler Tautre condition, nous commencons d'abord par poser 
la valeur de 

. 1 Bin o'— sin 6' Bin c 1 

cos A = — — r r , , , 

qu'on tire aisement de la seconde des equations (13.). Apres y avoir Sub- 
stitut les exprossions pour les lignes trigonometriques, nous avons 

cos ^ — - 

Doü Ton deduit en y mettant o = 6-c+to: 

, l)( g *--1) 

Supposons que 6> 0, et soit 

e» = l+/?, e ,c = l+y, = 
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de sorte quon a necessairement 

">><>, ß%r> r>< 1 

Apres cela on trouve ces deux expressions pour cos^ 5 : 

cos^ = (.-f)[. + ^ +JJ ], ^ 

dont la premiere nous demontre que cosJ/l ? >0, et la seconde que 
cosi>4 J <l; par consequent la valeur de A aussi bien que celle de B et de 
C sont reelles. 

Pour faire voir quelle est la somme des angles dans un trian^le 

rectiligne, que les equations (13.) supposent, nous allons la calculer de la 

maniere suivante. Reprenons la valeur de cos.] A apres y avoir mis 
9 = a + b + c. Nous aurons 



puis 

Apres cela on trouve aisement 



**** ~ —(e^-iXe^-ij 



cos jA cos iß = ^Ere""*'sin \C, 
sin {A sin {B = e ^£^ sin j C, 
sin £,4 cos £ß = e*— a cos i C, 

cos ±A sin {B = ^-^~-cos±C, 

BiniM + J?) = e»'^^-cosiC\ 

cosi(^ + J5+C) = ^ e ^+~)- <*s\ri{Ccos\C. 

En mettant dans celte derniere equation les valeurs de sin{C et de cos|C 
d'apres les formules pour sm{A, cos^A, on oblient 

cosi(^ + tf+C) ( >+i )(e » + lX^4-l) 

expression dont la valeur est toujours reelle, comme nous Tavons prouve 
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pour A, B, C separcment, et qui nc devient jaroais zero ä moins que deux 
cötes du triangle ne coincident avec le troisieme. Donc A + B -\- C <Z n. 

Passons ä present ä la maniere de mesurer les lignes courbes, les sur- 
faces et le volutne des corps. 

Si Ton suppose les cötes a, b, c tellement pelits qu'il serait permis 
de so contenter des valeur approchees de 

sino' = l — ia ? , cos a = a, 

les equations (13.) deviennent en ce cas 

bs'inA — asinß = 0, 
o l = b 7 + e- 2b c cos A = 0, 

sin + Sin. 4 = 0, 

cos,4 + cos(ß + C) -0, 

donl les deux premieres sont celles que la geometrie usitee adraet pour les 

triangles rectilignes. Les deux dernieres, si nous y remplacons ^«"^ par 

sinC d'apres la premiere equation, ne demontrent autre chose que la sorame 
des angles dans un triangle rcctiligno est A + B^-C — n. 
Apres toul cela je me crois en droit de conclure: 
l u . Dans la theorie rien ne soppose ä admettre que la somme des angles 

(fun Mangle rectiligne sott moindre gue deux angles droits; 
2". Dans C Hypothese de la somme des angles (f un triangle moindre que 
deux angles droits, les equations (13.) peuvent elre Substitutes aux 
equations ordinaires (15.) »ans mener jamais ä quelques risultals ab- 
surdes; 

3". La geometrie imaginaire est con?n sur un plan plus general que la 
geometrie usitee qui neu est qiiun cas particulier, et qui en derive dans 
la supposition des lignes extremement petites; de sorte que cette derniere 
geometrie nest sous ce rapport quune geometrie differentielle; 

4". Les valeurs des elemens differentiels des lignes courbes, des surfaces, 
et du volume des corps sont les memes dans la geometrie imaginaire et 
dans la geometrie usitee; 

5°. Lhypolhese de la somme des angles d\n triangle moindre que deux 
angles droits ne peut atoir d'application que dans Canalyse, puisque les 
mesures directes ne nous montrent pas dans la somme des angles dun 
triangle la moindre deviation de deux angles droits. 



15. 
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J'ai pro uvv ailleurs, en m'appuyant sur quelques observations astro- 
nomiques, que dans un triangle dont les cötes sont de la memo grandeur ä 
peu pres que la distance de ia terro au soleil, la somme des angles ne peut 
jamais diffew de deux angles droits dune quantile qui puisse surpasser 
0",0003 en secondes sexagesimales. Or cette difference doit etre d'aulant 
moindre que les cötes d un triangle sont plus petits. 

Pour donner quelques exemples de l'application de la geometrie 
imaginaire, je veux reprodnire ici, et meme d'une maniere nouvelle, les ex- 
pressions pour les elemens differentiels des surfaces et du volume des corps. 
Je dis d'une maniere nouvelle, car dans meß premiers ecrits, comme je Tai 
dejä remarque, je n'etais parvenu ä ces expressions qu'ä l'aide de considcrations 
purement geometriques ; au lieu qu'ici je ne veux ine servir que du principe 
d'identite des portions elementaires de fespace dans les deux geometries. 
Mais pour atteindre le but que je me propose, j'ai besoin d'une proposition 
que je vais demonlrer. 

Soient x, y deux cötes d'un triangle rectangle (Fig. 3.), r son hy- 
pothenuse; a, ß les angles opposes ä x, y. On aura d'apres les equations 
(1.), (4.), (5.): 

16. sinr' = sin x sin y' y 

17. cosa;' = cos r cos ß, 

18. lang/* = cos y' lang x', 

19. tango = cosx'tangy'. 

Dans le plan des x et des y menons £ perpendiculairement ä x et du meine 
cote que y. Du point d'intersection commun ä y et r abaissons la perpen- 
diculaire r t ä |, de sorte que les lignes y } x, r\ forment un quadrilatere 
dont les trois angles entre y et x, entre x et § cntre £ et 17 soient des angles 
droits. Dans le triangle rectangle dont les cötes sont £, 17, lhypothenuse r, 
nommons y f angle oppose ä £, landis que 1'angle oppose ä tj sera \n—ß. 
D'apres les equations (1.), (4.) et (5.) nous aurons comme tout ä Theure: 

20. sinr' = sin £' sin rf, 

21. cosl* = cosr'sinß, 

22. cot/? = cos Tj' lang?', 

23. langy = cos $' lang V- 
Cependant les equations (16.) et (19.) nous donnent 

(J cob|' 
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En comparant cette valeur de tang/4 avec celle que les equations (18.), (22.) 
supposent, noos avons 

24. cosx' = cos V sin 

25. cos£* = cos y' sin»'. 

Et en comparent la valeur de sinr' dans les equations (16.) et (20.), 

26. sin |' sin rf = sin x' sin y'. 

En eliminant ensuite ^ des equations (24.) et (25.), nous trouvons 

27. tangV = siny'tangx'. 
Enfin les equations (19.), (23.) nous donnent 

tanefer + y) = C0B ten g + cos j' tangV 

equation qui, apres y avoir subslitue les valeurs de cos|' et de tang»/ tirees 
des equations (25.) et (27.), se change en celle-ci: 

28. tang(« + y) = 

Partageons a present une surface plane S par des lignes y (Fig. 4.) 
perpendiculaires ä Taxe des x, de sorte que la dislance de deux y consecutives 
soit roesuree par la diflörentielle dx sur Taxe des x. Partageons encore 
cbaque portion de surface interceptee entre deux y consecutives, par les 
lignes s perpendiculairs ä y et menees l'une de Tautre ä la distance dy rae- 
suree sur la ligne y. L'element de surfaco quadrangulairo, interceptee entre 
deux y et entre deux z consecutives, sera le produit de son cöte dy par le 

cöte adjacent qu'on trouve d apres l'equation (27.) egale ä «^j^ny'* Ainsi 
cet element sera 

Integre par rapport ä y depuis y = 0, il devient 

29. dS = dxcoty'. 
Par exemple dans le trapeze que nous avons considere plus haut et 
dont trois angles sont droits, nous avons eü l'equation (25.) 

cos$* = cos y' sin x'. 

Par consequent 

j« coal'.dx 

ou bien 



dS = - 



sinxVCsinx'*— cos|" ) 
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Et en integrant par rapport ä x depuis x = 0 ou x = ^ n, nous oblenons 

S = — arccos(cot§'cotx') + \n, 

ce qui donne 

e cot |' cot x' 

,an § S " ✓(i-oot^co*«")' 
En y raettant la valeur de cos!*, on a 

tangS = cosx'coly'. 
Celle expression pour tangS comparee avec celle de tang(a-fy) dans 
l'equation (28.) fait voir que la surface du trapeze S est egale ä l'exces de 
7i Mir la soitime de ses qualre angles. J'ai demontre ailleurs cette proposition 
au moyen des construclions geomelriques. On prouverait de meroe que la 
surface dun polygone est egale au produit de J n par le nombre de ses cotes 
moins la somme de ses angles. 

Si Ton rapporte la position d'un point de la courbe ä deux axes per- 
pendiculaires qui se coupent ä forigine des coordonnees, et qu'on nomme 
y l'ordonnec perpendiculaire ä Taxe des x (Fig. 3.}, y celle qui est per- 
pendiculaire ä l'autre axe, celui des f, on a en meme teras d'apres le- 
quation (29.) 

dS — dxcoty', dS = d£cot>j'. 
Donc en egalant les deux valeurs de dS et en integrant, on obtient 

30. fdxcoXy' = / ds coli?, 

pourvü que les deux integrales s'etendent ä toule la surface comprise entre 
la courbe et les deux axes des coordonnees x et £, c est-ä-dire que les inte- 
grales doivent commencer avec x = 0, g = 0 et finir avec y = 0, tj = 0. La 
dependance rautuelle des quatre variables sous les signes d'integration, est ex- 
primee ici par les equations (25.) et (27.) 

31. cos$' = cos y' sin x', 

32. tangr/ = sin y' lang x'. 

Pour prouver analytiquement Tidentite des deux integrales (30.) qui 
na ete etablie jusquici qua faide des considerations geomelriques, on n'a 
qu'a remonter ä la double integrale 

b ~ JJ ' 

dont nous sommes partis, ou bien ä Tintegrale 

sin x" sin y" ' 

40* 
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Effectivement, en differentianl lequation (31.) par rapport ä x et ff, noas avons 

— sxnffdff = cos y cos x dx'; 

apres cela 

puis en eliminant x' dans les deux equations (31.), (32.) 

sin??' = lang y' cot f, 
et en differentiant celle derniere equation par rapport ä rf, y\ 



cosri'dy' = dy „ cot£ f . 

Le valenr de dy' tiree d'ici et substituee dans l'expression pour S, noos donne 

<, _ / Ytangj-"co a>/co8y" , , 

Or les equations (31.), (32.) prodoisent encore celle-ci: 

cosx' = cos V sin I', tangy' = sin rf tang f 
a Taide desquelles l'integrale se transforme en cette aatre: 

<? t t **** 

~ JJ sin »in»?" ' 

Ainsi 

f f dx'dy' //L^W 

En integrant d'un cöte par rapport a y' et de lautre par rapport ä rf depuis 
y' = ^7i, »/ = i 71 » 00 aura en general 

f^^y = 

Pour faire disparaitre ici la constante on n'a qu a commencer Ia premiere 
integrale par la valeur de x' = \n qui repond ä rf = \ n, comme le fait voir 
l'equation (32.) et pour laquclle la seconde integrale devienl zero, tandis 
que ff — ff. Ainsi 

Si la premiere de ces deux integrales finit avec y' = ±n ou, ce qui est la 
meme cbose, avec x' = rf, la seconde finira avec la valeur correspondante 
de ff = 1 7i. On peut donc ecrire 

pourvü que les deux integrales commencent avec x' = |n, £ = ^7iet finissent 
avec y = \n, rf = ±n, ce qu'il falloit demontrer. 
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Dans un cercle dont le rayon est r, on a Toqualion enlre les coor- 
donnees x, y d'apres rcquation (16.) 

sinr' = sin x sin y. 

Les coordonnees x prennent ici leur naissance au centre du cercle et sont 
mesurees sur Taxe des x, tandis que les coordonnees y sont perpendiculaires 
aux x hors du centre et la oü les x finissent. On a donc 



smy' 

et apres avoir Substitut cette valeur de coty' dans l'equation (29.), on aura 
l'element de la surface du cercle 

' sinx" 



OU 

En y mettant 
on a 

En faisant encore 



sinx' \ V 8 iny» r V" 
sinxp = tangr'cotx', 



tangr"+siny" 



cot y> sinr' = cot0, 
est en integrant depuis v = 0 et 0 = 0, on trouve 

S = -■ - . - — w. 

En multipliant cette equation par 4 et en posant x' = r, ce qui donne 
y = 1 7i, 6 = 1 7i, on a Texpression pour la surface du cercle 

4S = 7i(e* r -e-» r ) 2 , 

et si Ton differencie la valeur de 4S par rapport a r, on a la circonference 
du cercle 

33. 4(^-) = 2 7i cot r'. 
On eüt trouvee la möme chose, etant parli de Texpression 

* - M+-&j< 

pour l'element d'une ligne courbe en general. 

Imaginons maintenant qu un corps P soit divise en tranches par des 
plans perpendiculaires ä laxe des x. Considerons une de ses tranches dont 
l'epaisseur infiniment petite dx et la distance au centre des coordonnees x, 
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soicnl mesurees sur Faxe des x. Dans le plan qui separe la tranche et qai 
est situe da cöte du centre des coordonnees, du bout de la ligne x menons 
une ligne y et divisons la trancbe en prismes par des plaus perpendiculaires 
ä y. Le plan qui passe par x et y, dans son intersection avec un de ces 
prismes, produit un quadrangle qui sert de base au prisme ot dont Tun des 
dx 

cot es est Yin^ ' su PP osons 4 ue *•'*'•"» ( l ui esl dans la direction des y soit in- 

finiment petit dy. La surface de la base sera donc 

dxdy 
siuy' 

Menons une ligne z perpendiculairemenl ä cette base et partageons le prisme 
par des planes perpendiculaires aux *. Deux de ces plans inGniment 
rapproches et dont Tun est situe ä la dislance s de la base et lautre ä la 
distance t + ds, enlevent dans le prisme une portion limitee par six plans et 
quon peut avec toute rigueur considerer commc un parallepipede dont les 
trois cötes perpendiculaires seront 

, dy dx 

1 sina 1 sin y' sin a' ' 

Le produit de ces trois lignes donnera donc 

34. d>P = ***** 1 
am y ains' 7 

element difterentiel du volume du corps P. L'integration de cette expression 
par rapport ä y depuis y = o, nous donne 

f! „ dxds . , 

ou autrement 

d } P = . , . „ coty'. 

Pour un globe dont le demidiamelro est r, on a 

sinr' = sin sin sin z', 

apres cela 

S p _ MM . / (_J_ i >| 

ar ~ 8ins"jA 8 inr" 8in*"sins'V* 

Si Ton y fait 

cot s' sin r* 
C0S ^ = 7C8inx"-iinO' 
et quon integrale ensuito par rapport ä y, on trouve 

,„ dx'slax' , n . n sinr^N 
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En etendant celle integrale de j = 0 a sin s sin x' = sin r', c'esl-ä-diro 

de v = i 71 a V = 0, nous avons 

p «da/ai ng' f ^ sinr" ^ 

et en integrant de nouveau: 

P = ^^-(cosx'-sinr'Mogcot^'). 

En multipliant par 8 et en etendant cette integrale au huitieme du globe, 
cest-ä-dire de x' = |ti ä x' = r', nous avons enfin l'expression de ce volume 

35. P = lrt(«*-<r*-4r). 
Le developpement en serie, si on pousse l'approximntion josqu'ä r 3 , donnc 

P = 

comme on I'a dans la geomelrie usitee. Si Ton diflerencie l'expression (30.) 
de P par rapport ä r et qu'on divise par tfr, on a la surface de la sphere 
ä rayon r 

(*) = «v-r-f. 

Considerons encore un poinl dont la position dans 1'espace soit deter- 
roinee par des coordonnees x, y, z, de moniere que x soit menee du centre 
des coordonnees, que y soit perpendiculaire a x lä oü x finit, que a soit 
perpendicuiaire au plan des xy au point oü y finit. Dans le triangle rectangle 
forme par x, y (Fig. 5.) nommons p fhypolhenuse, tu 1'angle oppose ä y. 
Dans le triangle pareil dont les cötes sont p, » soit r l'hypolhenuse, 8 Tangle 
oppose ä a. D'aprcs les equations (1.), (5.) on a ici 

sinr' = sin p sina', tangtu = cosy'sinx', 
sin/»' = sin x'sin y', lang 6 = cosa'tangp'. 
Si Ton veut donc exprimer r, to, 6 par x, y, a, on a les equations 

| sinr' = sin x sin y' sin a', 
hang tu = cosj/'tangx', 



36. 



sind = sin x' sin y' cos*', 



et si Ton veut exprimer x, y, a par r, tu, 0, on a 

;cosx' = cos r cos to cos 0, 

37. , COttf =• -773 — sjt-, 

] * »'(l — cos r" cos ö') 1 
[ cota' = cot r' sind. 
En faisant varier les angles 0, to d'accroisscmens infiniment petils rfö, rfto, 
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les rayons r, p decriront des arcs [voir l'equation (33.)] 

dOcoir, dacoip, 

dont le second etant divise par sin 2' [v. l'equation (27.)], donnera l'arc quo 
le rayon r d'ccrit ä cause de facroissement dm. Le produit des deux arcs 
infiniment petits quo le rayon r parcourt ainsi, multiplie par dr, sera l'element 
difTerentiel du yolume P du corps. Donc 

d z P = drdwdOcoir ~ p ', - 

Mais dans le triangle dont les cötes sont p, », l'hypothenuse r, nous avons 
d'apres les equations (3.), (5.) 

tang r ' = tang i sin 6, lang 6 = cos *' tang p, 

apres quoi 

38. d l P = \drdu)d6co%0 [eT-e r )\ 

On pourrait arriver ä cette expression de d*P en partant de cello que 
nous avons donnee plus haut (34.) et en se servant des equations (36.) ou 
(37.) pour la transformation des coordonnees d'apres une raethode bien connuo. 

Proposons nous ä present d'evaluer le volume d'un cöne ä base plane. 
Nonimons h sa hauleur, c son arete, et soit le pied de la hau! cur en memo 
tems le centro des coordonnees polaires, de sorte que r soit le rayon mene 
de ce centre ä un point de l'arete, $ Pangle que le rayon r fait avec la base 
du cöne, <o 1'angle que la projection de r sur cette base fait avec une ligne 
fixe dans ce plan, menee du centre des coordonnees. Soit encore <p f angle 
au sommet du cöne entre les lignes A, c. 

En integrant l'equation (38.) par rapport ä r et depuis r = 0, nous 
trouvons 

39. 2<PP = cosö( -logcotjrjdtodö. 

Dans le triangle dont h, r sont les cötes, (p Tangle oppose ä r, 
— 6 l'angle entre h, r, nous avons d'apres la troisieme des equations (13.) 

cosA' 



cosr' = 



apres ccla 



cot^cosösinA'-f-sinÖ ' 



„/ d'P \ cosA'cosflCcotyco sQsinA'-f Bing) 
W&TeföV ~ cot? cosö(8in/t'-f-8inö)'-co8A" 

- 1 cos 6 log (l ot l^ B 6 8iD A '+ 8in 6 - C08Ä ' . 
* 6 ^ coty cosösinA'-l-siuö — sinA'/ 
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Gelte equation multipiiee par dB et inlegree par rapport ä 0 depuis 0 = 0, donne 

Vrf«-' ~J (cottf cobÖsTd A'~f- sin 0)* — cösA" 

' * ® ^cot<f cosÖiinA' sind — cosA'/ 
Si on fait ici coUf sinÄ' = cotA et qu'on elende l'inlegralion jusqu'ä ö - Jn, 
on a 

n /dP\ . ., .#/**" «f09iuA'cot<p .. /l-}-co«A'\ 

I . COb AcobA' BIO A* COS A' 

. cobA . ) J_^^wn^'oo8Ä^ cobA ✓(! — ai^A^ «!")" 



2/(1 - cosA'^in A') ) . _ cobAcosA 1 BinA'c oaÄ 7 

( /(l-ein^coBA"; coBAy(l - BinA^A'*) 

. cobA . /co8A -f-co8AV (l — 8inA t eoBA' 1 )\ 

~ + 2/(l-coiA' , »inA t ) ,0 * Vcöä A - cos A'7(7^ slä A'cobA'V ' 

Cependant la valeur supposee de coU nous donne 

, /4 . ,,. sinÄ' . cos ? sin A' 

y(l — sin a cos A = -rr. — , — r . ?c . cos a = — % — . 

* v »'(1 - cosy'cosA'*) » (1 - cobv'cübA") 

Apres quoi on obtient 

Dans le triangle rectangle donl les cötes sont A, c et 1'angle entre ceux-ci 
est nous avons d'apres I equation {4.) 

40. COSA' aa COS C COS (f>, 

par consequent 

Si la base du cöne est un cercle, les quantites c et tp sont constantes 
Dans ce cas l'inlegration par rapport ä to depuis to = 0 jnsqu'a w = 'in 
le volume d'un cöne droit ä base circulaire 

P = ;» (ccosr/ — A). 
Si on v met la valeur de A tiree de l'equation (4Ü.\ on a 

ou bien 

En poussant fapproxiinalion jusqu'ä c 1 on trouve 

P — Jnc J siny J cos</>, 
valeur du cöne comme on la trouve dans la geoinelrie usitee. 

Cr«.]!** Jouraal d lt. Ud. XVII. Hfl.» 41 
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Au resle quelle que soit la figure de 1« base, l'equauon (41.) nous 
donne toujours ie volume du cone 

42. P = \J (c cos <p-h) dw, 
oü c est l'arete du cöne, h sa bauteur, <p 1'angle enlre e et h, u> 1'angle 
qu'un plan passant par h et c decrit autour de A, l'integrale s'etendant ä la 
base entiere. 

Reprenons eacore l'expression (39.) 

»(Ä) = cos<^-r). 
Si c'est au summet du cöne que les lignes r (Fig. 7.) prennent ä present 
lear origine et que B soit Tangle enlre r et sa projection p sur un plan qoi 
passe par la hauteur h et dans lequel 1'angle u> est coropte de la ligne Ä, 
on aura dan9 le triangle reclangle donl les edles p, r intereeptent 1'angle 0, 
d'apres l'equation (4.) 

43. cosr'cosd = cosj>\ 
En mellant la valeur de cosr' tiree de celle derniere equation. tlans 
l'expression de d } P. nous avon9 

et en multipliant par dB, puis cn inlegrant par rapport a B depuis 0 = 0, 

<¥) = log(! ± ggg^S) - sin g|0g(gS±igg). 
W«' sin/>' B \1 — cot p' taug / ° ^coatf— coBp'' 

En faisanl joindre les bouls des lignes /> et A, /> et r, r et Ä par des 

lignes x, y, p dont les deux premieres sont perpendiculaires entre olles, noos 

avons pour les deux Iriangles rectangles auxqnels p sert de cote cotnrnuo, 

d'apres les equations (1.), (5.) 

sin/>' = sin»'8inx', tanga» = cos x' lang h', tangl = cosy'taogp'. 

A l'aide de ces equations et en profitant de l'equation (43.) nous trouvons 

2(Ä« ,-rsinö. 
^öa»/ sin h' sin *' 

Et si nous ne voülons retenir que les variables x, y et qu'ä cet elTet nous 
subsliluons [v. les equations (36.)] 

cosr' as ^(1 —sin «"sin x' 2 sin y"), 

*• = 

. dx'sinx'gin A'cosA' 

I -ain*' , ain*'~ ' 

nous Irouvons 
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dP m - | coaA' gg teg A"cosA' ^^ g ff n *' . 

Celle expression de HP, integree depuis x' = \n jusqu'ä ce que y' devient 
donne la parlie da cone interceplee enlre deux plans perpendioolaires 
passant par la baateur A. En meme tems lequation (42.) nous foarnit ane 
autre expression pour ce qnart du cöne; c'est-a-dire 

P ~ \f (rcos<p—h)dy>, 

oü <f est Kangle entre r et A, y I'angle oppose ä y dans le triangle reclangle 

dont les cötes sont x, y La dependance muluelle des variables qni entrent 

dans les deux expression? est determinee par les equations 

sinr' = sin A'sin j-'siny , lang y = cosy'tangx', cos r' cos 9 = cosA'. 

Si la base du cöne est un cercle dont le rayoo est 0. les quanti- 

tes p, r, <p sont des constnntes, et on a 

44. sin p' = sin x' sin y', P = ± n(r cos <p - A), 

et l'autre expression pour P sera 

ÄK D t»/*" dsf\o%tmi{jf rsinVooBA' /»" ^^r'co8y'siay'• 

45. P = i cos Ay ^ 1 _ ajioV * aina/ . + 2C0SH y r . T^&W*" 

Puis on trouve 

y'i* di'cosy'Mnx" n~ ds'BinxVCcoa^-cosx") 
, TrOTÜDV =7, l-sinWn^ 

n / , *" daein»* 

cog*" + 8inA' , coBf"coB5* 

»»(COgr*— COBA') 

~ 2cosA'8iuA'* ' 

Par consequent l'nne des valenrs de P sera 

P i fn ,u /*** dhytageotif' , *tr(coaA' - cosr*) 
r - s cos»y^ j _ sinA ,. ginr ,.+ 4wir . 

et l'autre 

P = WrS?-l). 

• V cosr' / 
La comparaison de ces deox valeurs donne 

/»* ArMogcotJy' 
/, i-BlnA'W' - **( r -*)- 

Apres y avoir mis la valeur de *' en y' et rejete les accens sur les let- 
tre», on a 

sin y cos y log cot 4 y d y n log (cot | A tang 4 r) 



(ain y' — sin r *) f (ain y - sin p*) ~~ 28inpcoBA 
ou sinr m sin A sin p. Celle integrale definie n'a pas encore ete remnrquee, 
il me semble, dans (oute sa generalile. On en trouve quelques cas par- 

41 • 
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ti c uliers dans le Supplement aux Exercice- de calcul integral par Legendre. 
Quoique nous ne soyons parvenu ä In connaissance de l'integrale (46.) qu'a 
faide de la geometrie imaginaire, neanmoins cette voie indique deja Ie moyen 
d'y arriver analyliquement. Au reste on peut trouver cetle integrale d'une 
maniere plus courle, en considernnt la double integrale 

dp dtp sin <f 1 



ff 



(l-p'Biny'XI-w'sinvV 
prise depuis p — 0, <p = 0 jusqu'a (f — \n, landis que l'autre valeur de p qui 
doil servir de limite reste indeterminee. Apres Integration, une fois par 
rapport ä p, et une autre fois par rapporl a <p, il faut y mettre 

C08V COflp 

sin w = — - , p = cos o, n = — - • 
L'equation (46.) apres la Substitution de 

tan «^ - sinpcosA • m ? - c7.7 ' 
et qu'on a integre par parlies, nous donne 

y„lo ( ♦»■* + «/(< -Biny' sinA'jN 
'y <f dq> »in (p g N 2008?- cos j A* / 

u •(T^sni A ' sin tp') / (»in r'~ «n y ') ~ 2cosA - Bin/ainA*.) 

La valeur de cetle derniere integrale se laisse developper en une serie or- 
donnee suivant les puissances de sinA et oü le coöfGcient de sinA avec l'ex- 
posant n entier et posilif est toujours moindre que 

^siny'log^oV 

Par consequent la valeur de l'integrale donl nous parlons, reste aussi vraie 

lorsqu'on y met -.^ au lieu de sinA et qu'on regarde en roöme tems 

sin A> sin y. En passnnt ensuite des quantites imaginaires aux quantites 
reelles, on Irouve 



n y^riny _ «[*- »TO «>■(—)] 

y„ (sinA' -sin 7») ✓(wo /-sin»*; ~ 2 cosA / (sin A'— ain /') * 
Pour h = \n les deux integrales deviennent identiquement 



J ii 



<f.d nwR.if n sin j y' 

11 coa^VCSrny*— sin? 1 ) ~ cos?" 



Dans l'expression (44.) pour le volume du cöne droit a base circu- 
iaire, si Ton introduit d'autres quantites qui se j-apportent au cöne, comme 
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le rayon y de la ba9e el 1'angle o que le rayon p forme avec Parele r, on 
a d'apres leg eqoalions (4.) et (5.) 

cos r cos et = cosp', langet = cosA'tangp' 
el puis, en mullipliant l'equation (44.) pnr 4 pour avoir le volnme da 
cöne entier, 

ö rsina , /cosa + cosp'N , /Ungp'-j-Unga Vi 

oa bien 

A mesure que la hauteur h du cöne augmente, 1'angle et augmente 
aussi et s'approche de p' jusqu'ä rendre enfin la difference p'— et insen- 
sible. Dans ce ca9 et en ne relenant que la premiere puissance de p'— a, 
nons avons 

\ P = ^ log ((''-«) -2^ log sin«, 

et poor h = oo : 

P = — 7ilogsinn. 

Pour loul autre cöne inßni. mais dont la base n'est pas un cercle, on a flonc 

47. P = - J^diu log sin«, 

oü w est langte que le plan passant par Taxe du cöne decrit autour de cet 
axe, et a est l'angle que Tnrete du cöne fait avec sa projeclion sur le plan 
de la base. 

De Tautre cöte en supposant loujours A = x, et par consequent h' m 0, 
l'equation (45.) nous donne 

P = 4/dx'logco4y'. 
En egalant les deux expressions de P, nous avons ä cause de p' = et 

48. /rfwlogsinp' = Jdx'\ogeo\{y', 
oü les limiles de la premiere integrale etant tu = 0 et <ü=£jt, celles de 
lautre doivent repondre ä y = J n, x = i n. Ici la dependance des quanü- 
les qui entrent sous les signes «1 Integration est determinee au moyen du 
triangle rectangle dont x, y sont les cötes. p l'hypothenuse, u> 1'angle op- 
pose ä y. Par consequent dapres les equalions (1.), (5.) on a 

sinp' = sinx'siny', tangu» = cosy'langx'. 
Lorsque la base du cöne est un cercle, le rayon p est une constante, et 

, , dy'cotj/'siDp' 
" ~ »'(siny'*- sm?' 1 ) " 
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Apres eela 

n logain p' </y'coty'lögoot{y < 
sin?' »'(8iny'*-8in P ") ' 

oü q' est une constenle arbitraire. Cette integrale est deja comprise, 
un cas particulier, dans Pinlegralc plus generale (46.) et qaand on 
dans celie-ci r, h infiniment petiles. 

Dans 1 \ quation (48.) y est une fonction arbitraire de x qui n'cat 
Iimitee que par la seule condition de rendre In valeur deV reelle, loraqae 
fl' = in. Par exemple, supposons 

sina 1 = sin x' 7 sin y' 1 4- sin/fcosx", 
on a, (i sont des constanles. Apres cela nous trouvons 

sin , _ sin tt '-sin/PcoB »' 
* 1 — sin/^coa«* 1 

L i /8^n« t -■in/^ , co8w , \ 

2«Bm-'-8in / 4')/„ rftol °gl < — in/E wO 

/»*_ aycosysinylogeqtjy 
. («inj *— sin/F) ^(siny'— sin «') ' 

En substiloant ici la valeur de la seconde integrale que nous avona 
trouvee plus baut (46.). on a 

oü sin ß = sina sin y. On en conclut, quels que soient les angies a<Z{n, 
qoe 

y"* 1 . , /i — sina'coB«' \ 0 . /COtla\ 
B rfwl0 ?(r=Sn7^^) - 2nlo »(c"o8i?)- 

En integrant par parHes on en deduit 

y"*" »dwsinwcoaw _ n . /co»{a\ 

„ ä -aina»coa«*X« ~ siu/fcoBÖ _ cos««- co8/f l0 ^co^^ 
ou encore 

/" »dum« _ « ■ / l4-Uogi« N 

,/u (1 — co8oco8w)(t — cob/Jcob«) »in; ( > -j , sin |(« — /f; e M 4-tangi/!?/' 

Pour et = /f cette integrale se redoit ä 

o (i — Cosa cos *>)* sina OOS jasin 4- i«) ' 
qu'on peut verifier sur Ie champ, en y mettant n—a et n — m au Heu de a et co. 
Dans l'equation (42.) qui donne 

dP = \du) (ccos (p — h), 
cxpression de 1 element differentiel d'nri cone droit oü h est la bautenr da 
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cöne* e sont arele. <f Fangle entre c ei A, w 1'nngle qae le plan passant 
par A decril autour de cetie ligne. Supposons ä present que la base soit 
an triangle rect angle dont les totes &ont x, y (Fig. 8.) et u> l'aogle oppose 
ä y dans ce triangle. Dans ce cas le cöne devient ooe pyramide dont le 
volame sera 

P — { JtUo^c cos <f — h) 
Od peot prendre aussi la ligne y poar la hauleur de cette pyramide et pour 
sa base le triangle dont les edles sont a\ A. En nommant donc y l'angle 
entre 0 et y, $ Tangle de la base oppose a A, on a de mime 

P = | /dB[ccosy/-tf). 
En comparant les deux integrales on conclut que 

y^dö>(ccosy-A) m f d8(ccoBw-y). 

Dans* la preroiere de ces integrales c est h qui est uue coostante, dans 
lautre c'est y, tandis que tu, e, y, $, rp varient. La dependanee de toutes 
ces quantites entre elles est rieterminee par les equatious »uivantes oü ;/, q 
representent les lignes qui joignent x avec y, x avec A: 

cos c' cos <p = cos*', cos c' cos»// = cosy', 
sine' = sin A' sin p, sine' = siny'sinc', 

lang/»' - sin y sin co, taug q = tangA' sin 6, 
tange' = tang/>'sin</>, tange' = tang^'siny, 
cosp'costo = cosx', cos q cos 6 = cosx', 
tangu> = cosy'tangx', tangl = cos A' lang x'. 
Si y = oc, alors, comme on a vo plus baut [v. lequat. (47.)], 

49. P = -| Jddlogsmq', 
ou bien, ä cause de cos q cos 6 = cosx', 

50. P - tf."* ^™?^ - 
Mais od peat evalaer P eocore d'une autre maniere. Si nous differenlions 
requation (49.) deux fois par rapport a 6 et ä q, nous avons 

<PP = -IdBdqcoXq', 

puis 

jj . sin ar' cosx' 

Par consequent 

« „ . itfdx'siDx'cosx' 
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L'integrnlion de cette equalton par rapport a 6 el depuis 0 = 0, doone 

«. 4P = -^„4±-£$, 

et ä cause de cotx'tangÖ = cosA', 

52. /> = f K \dx\ 
En raeüant ici la valeur de x en A e! 0, nous trouvons 

La coniparaison de ces differentes expressions (50.), (51.), (52 ) pour P nous 
condui! donc ä etablir l'egalile des integrales suivanles: 

/ rfx log ■ Ä = sin 2 0 1 - — s-j ■ 

Pour demontrer la premiere de ces equalions on n'a qu'a integrer 
deux fois: par rapport ä 6 et ä x. La seconde equation se verifie par la 
Substitution de la valeur de A en x et 6, c'est-a-dire 

* - i*£g±§- 

Supposons encore que la base du cöne soit un quadrilatcre donl les 
cötes y, x, <j, r\ (Fig. 5.) sont perpendiculaires Tun ä l'autre dans l'ordre de 
leur succession. La bauteur de ce cöne soit infiuie et perpeudiculaire ä la 
base au point de jonclion des lignes x, i. Le volurae du cöne sera exprime 
d'apres lequation (52.) par l'integral«' 

P = -fydx. 

En meine tems le volume de ce cöne sera compose de ceux des deux 
aulres auxquels les triangles formes par x el y avec leurs aogles ß, \n—ß 
opposes ä y, i h servent de bases. Par consequent 

De sorte que 

J f** ada t /' »dg , r f)dr) 

*üü2ßJ * aX J„ + -'Zcortß^J e"' + e-'c + 2co82^ 

oü les quantites ß, y, x, i? sont Hees par les equations (18 ), (25.), (27.), 

c'est-a-dire 

lang ß = cos y' lang x, cos$' = cosy'siux', lang >; — sin y taug 

En regardant ß, £' comme des coristanles el en difTerentiant dans 



Digitized by Google 



18. LobattrheiT$ky , giomHrie imaginaire. 319 

cette supposilion la seconde de ces equations, nous avons 

dx = dy lang x' lang y'. 

Ensuite 

dx' = -.ang/9-i^ • 

Par consequent 

2 p ydy _ /' ydy f sjdti 

ou 

tangi; = f«ng/*fngy', cosl' = Ai+ ™fi cotß .y 
ce qui veut dire 

i; = lo^ticot^^-c-O + ^icol^^'-O'+l)], 

6 - i ng r( ey - g ~ > ) M ' n / y + ✓[48jp/y-f (g*-e-»r] i 

9 " 1 L ✓[48iD> , ^-C08/S , («»-*-»)•] J' 

Lorsque y devionl inßni, rj le sera de innnc, mais alors 

I = logcotU?T-i/9), 

7 5 C^rir-O' " C ° 9/ V.. + -200.4/7* 
Nous avons Irouve plus haut que 

Mais si dans ta premiere de ces deux integrales on substitue la valeur de 
y tiree de l'equation 

cos-f = cosy'siux, 

on aura 

j - tA^ cy t :;tf:{g )- 

La derniere integrale est la valenr de 

Jdu log lang u -Jdt> log fang e, 
les integrales etanl ici prises de « = Jn-f 1**— jusqn'ä «»Jn-Jfet 
de r = \ x'+\$-\n jusqu'a = Or ä ces deux integrales on pout 

ajouler encore celle-ci 

/d«logtang M = 0 fH"Jp7* r ' 

Apres cela les trois integrales se rennissent en une seule Jdu\og\»ngu, prise 

entre les limites » = ix'+jl'-J*, u = \n + \x'- \g, ou ce qui revient 
an meme. 

/' »et» 
J e« + e- 

depuis « = logcolU/i+lx'-Jf) jusqu'a * = logcol(J *'+ l 

Cralle's Journal d. M. Bd. XVII. Uli. 4. 42 
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Apres cela noas avons donc 

fydx' = */~^r, 

* f *** r s<h , r yd* 

4ün2ß J e»-f e- ~~ J „ e»+ e-**- 2eo»2ß "\7 0 e-''+ 2cos2/0 1 
les limites de la premiere integrale dans cette dcrniere equalion restant les 
memes. Loraque y = oo, 17 = «, ona«' = |' = 4 jt-/9 et Ton trouve que 

7 7+7^ ~ ^ B, ° V„ 2 oos2«* 

oü a est one conslaote et oü la premiere integrale commence avec % = log lang ^o. 

On ponrrait beauconp multiplier les exemples d'applicnlion de la geo- 
metrie imaginaire a la rechercbe des integrales, raais ce qne j'at dit jusqu'ä 
present suffil, je crois, pour ne plns iaisser de doute sur la verite des prin- 
cipe etahlis et pour reconnaitre quelque utilite de cette noovelie branche de 
la geometrie. 

Je puis faire encore une remarque assez imporlante pour l'etude 
des integrales, cest que loule integrale indeterminee qui a l'une de ces 



/dxsinxlogcot jx r 
(o*- stnxVC&'-BinxV ./ (ö^ 



xdx sin x 



■ sinx') r\fc*— «in x % ) . 

oü a, b sont des constantes, peut elre toujoura ramenee aux integrales de 

la forme Jdxlogcosx. On parvienl a ce resullat en considerant, dapres les 

principes de la geometrie imaginaire, le volume d'uue pyramide dont la base 
est un triangle, et en reproduisant cette pyramide par la combinaison de celles 
dont la bauteur est infinie. 
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Ueber eine elementare Entwickelungsweise der ein- 
fachsten transcendenten Functionen. 

(Vom Herrn Dr. Sckellbach ta Berlin.; 



§1- 

Diese Abhandlaug hat hauptsächlich »um Zweck, ta zeigen, wie auf eiue 
anschauliche Weise in der ersten Classe unserer Gymnasien die Reiben für 
die Exponentialgrofsen und Logarithmen, so wie für die Sinus und Cosinus 
entwickelt werden können. 

Nachdem man die allgemeine Bedeutung einer rechtwinkligen Spirale 
gexeigt hat, so wie sie p. 363 des löten Bandes dieses Journals entwickelt 
worden ist, geht man tu der Fig. 9. ober, in welcher AF = FG = ...SB=p 
gleiche Sehnen eines Kreises darstellen mögen, dessen Miltelponct C und dessen 
Radius AC — r ist. Man verlängere alle diese Sehnen nach der rechten Seite 
hin und bestimme auf den Verlängerungen die Puucte K, L, M, . . . T so, 
dars FK - FA, GL = GK, UM = HL, ...ST=SD wird. Verbindet man dieee 
Piincle tu dem Polygon AKLM . . . T, und nimmt ahnliche Verlängerungen 
mit den Seilen desselben vor. so dafs KM — KA wird, LQ => LR, MP-MQ ... 

DE DO, so erhält man abermals ein Polygon durch Verbindung der Puncto 
A, R, Q, . . . E Jettl kann man wieder die Seilen QR, PQ, . . . EO ver- 
längern und ganz auf dieselbe Weise ein neues Polygon bilden, und Ober- 
haupt mit dieser Construclion fortfahren und Polygone zeichnen, deren Seiten- 
zahl stets um Eins abnimmt, und die alle vom Puncle A auslaufen ; das letzte 
derselben reducirt sich dann auf eine einzige Gerade. Die auf solche Art 
in der Zeichnung erhaltenen Dreiecke sind sämmtlich gleichschenklig und 
alle einander ähnlich. Hat man beim Kreispolygone n Seilen angewandt, von 
denen jede gleich p war, so ist die Länge des Polygons AB gleich np. Da 
die Dreiecke AFC und AFK ähnlich sind, so ist 

AK: AF = AF.AC oder AK.p = p :r, 

folglich 

AK=£< KL=2?< LAf = 3--, . . . TD = {n-\)£, 

T r r r 

42 • 
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also 

Ferner verhält sich 

AR:AN= AF-.AC oder AR:^=p:r, 

folglich ist 

^«=71, *0 Ä nr>* G^-nr?" 0E - — o — p< 

also 

*"\JT*1.» MEf* T 1.2 /f* 1.2.3 r' 

Offenbar würde 

/ 1.2.3 2.3.4 ,3^5 tu - 1 ) (h - 2) (» - 3 )n p ' _ n (« - 1 ) (« - 2) Q - 3) />' 

V.OT* l *UO + *.ÄJ" r 1.2.3 V - 1.2.3.4" V 

die Länge des folgenden Polygons sein. Bezeichnet mnn durch S die Summe 

des Radios r und aller dieser «Polygone, so erhalt man 

Hätte man an BT noch ein wies ähnliches Dreieck gelegt, so wflrde 
statt AT ein Polygon von «Seiten entstanden sein; eben so hfitte sich aus 
diesem statt AE auch ein Polygon von «Seilen ahleilen lassen, und flher- 
hanpl jedes folgende konnte mit einer gleichen Seitenznhl gezeichnet werden. 
In diesem Falle endete die Conslruction nie, und man erhält als die Summe 
des Radius und aller dieser unendlich vielen Polygone 

Die geometrische Bedeutung solcher Binome zu kennen ist oft nicht 



$ 3- 

Setzt man nun die Länge der gebrochenen Linie AFG . . . . B = i, so ist 

i 

and man erhält aus (1.) 

1. 5 s r(i + lj un d ans (2.) ff « r(t-i-)"", 

wo die zweite aus der ersten Formel entspringt, wenn man n negativ 
nimmt. Je gröfser », desto kleiner werden die Seiten des Kreispolygons 
AB und desto mehr schliefst sich X an den Kreisbogen AB an, bis es 
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endlich für ein unendlich grofses n mit diesem zusammenfällt. Bezeichnet 
man den Winke! ACB durch n, so ist in diesem Falle 

A = rce, 

daher, wenn wir diesen besonderen Werth von S durch $ bezeichnen, 

a. ._ r (i + iy_ r (i + «+£ +I £ 3+ ....). 

Donselben Werth erhall man natürlich auch aus S>. 

Jetzt hat sich das Polygon AKl ...T in die Evolvente des Kreis- 
bogens AB verwandelt, eben so das Polygon AK in die Evolvente der 
Curve AT u. s. w., wie sich durch Anschauung unmittelbar ergiebt. Die 
Gerade BT wird eine Tangente an den Kreis, eben so ET eine Tangente 
au die Evolvente AT u. s. w. Alle diese fiufsersten Geraden stehen dann 
seukrecht auf eiuauder und bilden die in der ersten Abhandlung erwähnte 
rechtwinklige Spirale. 

Der Lehrer bat hier die beste Gelegenheit, die so wichtigen Begriffe 
von der Abwickelung und eleu Krümmuugskreisen auseinander zu setzen; 
zugleich hat er hier ein Beispiel einer Reclification durch elementare Be- 
trachtungen, und zwar unendlich vieler Curven auf einmal, ein Beispiel was 
er sonst vergeblich suchen möchte und wofür sich bei Schülern immer 
Interesse findet. 

Löst man in (2.) die Klammer uuf, so stellen die einzelnen Glieder 
der Reihe entsprechend den Radius AC dar, den Kreisbogeu AB, dessen 
Evolvente AT, die Evolvente AE dieser Cnrve u. s. w. 

§. 3. 

Nimmt man den Bogen u der Einheit gleich, so ergiebt sich 
1. 0+|)"=l+| + i J 2+ r ^3+- = 2J1828.... = e, 
and wenn man in (2.) des § 2. na statt « setzt, so erhält man 

2 . ( 1+ iy-i + . + ^ + _^ s+ ....« < .-(i + i)r, 

daher ist 

3. * = re a 

nod hiernach 

4. or — log ^- . 

wenn durch log die Logarithmen für die Basis e oder die natürlichen Lo- 



Digitized by Google 



324 Scheltbach, Entwickelungtweite der IranscendenteM Functionen. 

garilhmen bezeichnet werden. Aus (2.) in $.2. ist aber auch 

5. ff = 1 • 

~n 

Nennt man nun a den Theil der Spirale ohne den Radios, so ist 

* = r + o, 

und aus der Gleichstellung von (4.) und (5.) 

2 

M 

oder, wenn man den Quotienten y = a? setzt, 

7. log(i + ;r) = a?-Jx , + ** , -l**+" < 
Für den Radius r = 1 ergiebt sich aus (4 ) gam einfach 

8. ff = log i. 

Denkt man sich also einen Kreis vom Radius 1 and sucht zu den 
Spiralen, deren Lange 1, 2, 3, 4, .... betragt, die entsprechenden Kreis- 
bogen 0; 0,69314; 1,09861; 1,38629; so sind diese die natürlichen 
Logarithmen vou jenen. Sucht man aber zu einer Spirale a den zugehörigen 
Bogen 6 und mifst die oben gefundenen Bogen durch den Bogen b, so sind 
die Quotienten die Logarithmen der Zahlen 1, 2, 3, 4, — für die Basis a. 
Es ist z.B. log 10 = 2,30258, folglich beträgt der Bogen 1,09861 , dessen 
Spirale 3 ist, von dem Bogen 2,30258 fast genau 0,47712, welches eben 
der gemeine Logarithmus von 3 ist. 

§■ 4. 

Es ist nun leicht zu sehen, dafs wenn in Fig. 10. der Bogen BA — a 
angenommen wird, der diesem gleiche Bogen BA' = —a zu setzen ist, und 
dafs die verticalen Seiten der untern Spirale, nämlich BT, Q'H", — , 

den Seiten BT, EF, FG, der obern entgegengesetzt laufen, also negativ 

zu nehmen sind , die horizontalen hingegen T /-.", F <;\ H'K\ .... mit den 
horizontalen TE, FG t HK, .... einerlei Lage, also einerlei Zeichen behalten. 
In diesem Falle wird also die algebraische Lange d der Spirale CBTD'F .... 

d - r o - $ - r 0 - « + -Tä - + • - •) = re ~ r 
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Da nun der Zablenwerth von d stets kleiner als r ist, so kann man 
d = r — d annehmen und erhall dann 




n 

folglich ± 

n 

so dafs also in der Reibe (7.) des §. 3. für log(l + a?) das x auch negativ 
genommen werden kann. 

§. 5. 

Wie aus den gefundenen Seilen der Spirale die Reihen für den 
Sinns und Cosinus des Bogens a zusammengesetzt werden, ist in der vor- 
hergehenden Abhandlung gezeigt worden. 

Da die Function e" ohne allen Vergleich die wichtigste in der gan- 
zen Analysis ist, so wird es sich wohl der Mühe lohnen, wenn man sie 
von verschiedenen Gesichlspuncten aus betrachtot. Die hier gegebene Ent- 
Wickelung scheint ganz ihre Natur zu characteriairen, da sie jedem Gliede 
der Reihe, durch welche wir sie darstelleu, seine geometrische Bedeutung 
auweist. Diese Enlwickelung verdient auch schon deswegen Beachtung, 
weil sie dem Schaler diese Function nicht als das leere Resultat eines 
blofsen algebraischen Mechanismus Aberliefert. In dieser Hinsicht mache 
ich noch auf folgende Betrachtungen aufmerksam, die ebenfalls auf eine 
eigentümliche Weise zu demselben Ziele fahren. Ein Capital c vermehre 
sich durch einfache Zinsen in einem Jahre p mal, so erhält man an Ca- 
pital und Zinsen, wenn diese nach — Jahre bezahlt werden, 
oder e(l+£). Giebt man dieses Capital wieder ^ Jahr lang auf Zin- 
sen, so ist sein Werth, nach Verlauf desselben, c(l- M\ Nach dem 
folgenden atel Jabre würde man von diesem Capitale c(l-f- p ) erhal- 
ten. Fährt man so fort und schlagt jedes atel Jahr die Zinsen zum Ca- 
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pitale, so ist aus dem Capitata c nach einem Jahre geworden, 

statt da Ts bei einfachen Zinsen sein Werth nach einem Jahre nur c(1+/>) 
gewesen wäre. Könnten aber die gewonnenen Zinsen coulinoirlich zum 
Capital geschlagen werden, d. h . nähme man n unendlich grofs. so würde 
der Werth des Capitals e nach einem Jahre zu 

anwachsen. Trüge z. B ein Thaler in einem Jahre hei einfachen Zinsen 
einen Thaler, so besaTse man am Ende des ersten Jahres 2 Tbaler, da- 
gegen 2,71828.... oder e Thaler, wenn die gewonnenen Zinsen conlinuirlich 
«um Capital geschlagen werden könnten. Man darf nun den Satz etwas all- 
gemeiner so aussprechen: Wenn eine Einheit durch stetiges Erzeugen nrnor 
Theile ihrer Art in einer beslimmlen Zeit zu 2 anwachsen- würde, so ver- 
mehrt sie sich in derselben Zeit bis auf 2,71828 oder e. wenn die schon 

hervorgebrachten Theile in demselben Maafse mit erzeugen helfen. Der erste 
Procefs Wörde einer unorganischen Absonderung entsprechen, der letzlere 
einer organischen Schöpfung; denn einer der Grundbegriffe, die wir uns von 
der Natur des Organischen und der Lebenstbfiligkeit bilden, ist eben der, dafs 
das Erzeugte stets in gleichem Maafse mit erzeugen hilft Dieser organische 
Procefs wird in analytischer Weise durch die Function e" ausgedrückt und 
sinnbildlich durch deren geometrische Eigenschaft dargestellt. Diese Be- 
trachtungen, wenn auch nicht mehr ganz mathematischer Natur, sind sehr 
geeignet, auf diese rein mathematischen Eni Wickelungen aufmerksam zu machen; 
sie dürfen indessen nor mit grofser Vorsicht angestellt werden, da sie ihrer 
dunkeln Natur geroflfs, gewöhnlich mehr Interesse erregen, als die klaren 
mathematischen Bestimmungen, denen sie nur als Folie dienen sollen. Dafs 
übrigens die Einflechtung solchor Bemerknngcn dem umsichtigen Lehrer wahren 
Nutzen gewahrt, davon hat mich eine lange Erfahrung überzeugt. 

§. 6. 

Der Inhalt eines der Dreiecke wie APC in Fig. 9. sei <t, dann ist 
das Dreieck AFK — fr •> da sich Ahnliche Dreiecke wie die Quadrate Ähnlich 
liegender Seiten verhallen, daher wird auch 

AOiSfL = 2 J ^, AHCM^S 1 ^ .... A*T1> 
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folglich der Flächeninhalt der Figur 

AFG .... STD LKA = (l'+JP+S'H + 

n(«— 1 )(2»-1) 
" 1.2.3 ' V " 

Denkt man sich jetzt die Figur AFG BC in einen Kreissector über- 
gehend, so mufs » unendlich grofs angenommen werden und man erhält, 
wenn der Winkel ACB wieder gleich « gesetzt wird, nd = {r'a und 

P = ™, folglich die Fläche zwischen dem Kreisbogen, dessen Tangente und 

seiner Evolvente 

Qt-l)(2n-l) r'a' r'a' 
2.3 ' 2»' ~ 6 

Das Dreieck /*Ä7l ist nun ^ und man wird leicht übersehen, dafs der Inhalt 

r* 

der Figur AK. . DE . . A gleich ist 

r/i.2y /2.3y ./3.4y (H -2>'( H -i)' -) P 'd 

= „(»-!)(„- 2) 3»'-6»+l pM 
1.2. 3 10 * r 4 " 

Obgleich sich die Summe dieser Reihe und auch der folgenden für 
die Berechnung der zwischen den successiven Evolventen und deren Tan- 
genten enthaltenen Flächen elementar finden läfst, so ist doch das Verfahren 
nicht mehr einfach zu nennen und man mufs als Beispiel einer Quadratur, 
die ebenfalls nicht allzuhäufig sind, sich lieber mit den so eben gegebenen 
begnügen. Durch Integration findet man den Inhalt der erwähnten Flächen 
vom Kreissector an auf der Stelle gleich 

r'a r'a' r'a* r'a' 

"F 1 273"' 2.5(1.2/ • S^.7(1.2.3)' , 
und daher, wenn man die Summe aller durch f bezeichnet, 



r-^[«+*(^+i(o)*++(i^ s ) , +-]. 

Creissector ist. 
Diese Reihe und auch die 



r a 

wo -g- der Kreissector ist. 



a- a" 



.2)' (1.2.3)' 

welche die Differenz der Quadrate der abwechselnden Seiten der Spirale 
vorstellt, erscheint öfter bei physikalischen Untersuchungen. 
Or«UV. Journal d. M. Bd. XVII. Hft 4 43 
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§7. 

Ich will hier noch bemerken, dafs sich der Taylorschen Reihe eben- 
falls ein geometrischer Sinn unterlegen laTst. Es sei nämlich in Fig. 11. der 
Winkel ADB, welchen die zwei Normalen AE und BF der Curve ABC mit 
einander bilden, gleich /; ferner sei der Winkel BFC, welcher durch die 
zwei Normalen FC und FB entsteht, gleich er, dann kann der Bogen AB an- 
gesehen werden als fi und der Bogen AC als f(t + a). Sind nun HG, IK, 
LM, .... die successiven Evoluten der Curve AB und BG, GK, KM, 
die entsprechenden Krümmungshalbmesser, dann ist 

Rr dft Kr d'ft f d*ft 

Nach dem Taylorschen Salze ist nun 

folglich der Bogen ßC= « ^+~- ^+^0 " 

Denkt man sich daher, von F aas, ewiseben den Schenkeln des Win- 
kels BFC = a mit den Radien BG, KG, KM, Kreisbögen beschrieben 

und an diese die zugehörigen Spiralen gezogen, so ist der Bogen BC eben 
so grofs, als die Summe der ersten, zweiten, dritten, .... Seite, aus der 
ersten, zweiten, dritten, .... Spirale, wio sich aus der Vergleichung dieser 
Reihe mit der (.2.) in §. 2. ergiebt. 

§.8. 

An diese Conslructionen scbliefsen sich bequem noch einige mecha- 
nische Betrachtungen an. Ist $ der in t Secunden mit der constanten Ge- 
schwindigkeit p durchlaufene Raum, so ist 

Diese Relation stellt man sich am anschaulichsten Fig. 12. in der 
Gestalt eines Kreisbogens vor, der auf einem Kreise vom Radius e durch 
einen Cenlriwinkel t bestimmt wird. Man denke sieb jetzt in Fig. 9. statt 
der Geraden AK einen aus F mit dem Radius FA beschriebenen Kreis- 
bogen, so wird dieser den in der Zeit AFK vom Puncte A mit der con- 
stanten Geschwindigkeit FA beschriebenen Weg der Gröfse nach bezeich- 
nen. Wächst nun plötzlich die Geschwindigkeit der Bewegung am FG 
und bleibt während der Zeit KGL constant, so wird ein aus G mit KG 
beschriebener Kreisbogen KL den in dieser Zeit durchlaufenen Weg dar- 
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stellen. Eben so stellt ein aus H beschriebener Kreisbogen LM den in 
der Zeil /.//'/ mit der constanlen Geschwindigkeit LH durchlaufenen Weg 
dar. Diese Betrachtungen lassen sich in derselben Weise fortsetzen und 
man sieht auf der Stelle ein, dafs, wenn die Zuwachse der Geschwindig- 
keiten AF, FG, GH, , so wie die Winkel AFK, KGL, LHM, .... alle 

einander gleich sind, dafs sich dann die gebrochene Linie AFG B um 

so mehr einem Kreisbogen nähert, je kleiner die Zuwachse der Geschwindig- 
keiten und die mit constanter Geschwindigkeit durchlaufenen Zeiten gedacht 
werden. In diesem Grenzfalle wird die Summe der Kreisbögen AK • KL • 
LM+'-~ + DT, oder der durchlaufene Weg die Evolvente des Bogens AB, 
und die während der Bewegung verflossene Zeit ist die Summe der Winkel 

AFK + KGL + LHM H oder der Centriwinkel ACB. Man kann sich nun 

die Bewegung auf das einfachste dadurch hervorgebracht denken, dafs ein 
Faden TB Ober den Kreisbogen AB ausgespannt liegt und dafs sich der 
Radius AC in der Zeit ACB mit constanter Geschwindigkeit in die Lage BC 
bewegt, wodurch der Faden vom Kreisbogen abgestofsen wird und mit seinem 
Endpuncte T die Evolvente AT beschreibt. Es ist der Radius AC, Welcher 
durch seine Bewegung dem Puncte T stets neue Geschwindigkeiten giebt, 
er stellt also die beschleunigende Kraft vor. Man hat hier die Gesetze der 
Bewegung vor Augen, welche eine conslant beschleunigende Kraft erzeugt. 
Wfire etwa AC = g die Beschleunigung der Schwere an der Oberflfiche der 
Erde, ACB = t die Zeit während welcher die Schwerkraft auf den Punct T 
gewirkt, hat, so ist AB = BT = gt die erzeugte Geschwindigkeit und die 
Evolvente {gt 1 der durchlaufene Raum. Ist also um einen Kreis ein Faden 
geschlungen, von dem in gleichen Zeilen stets gleiche Stocke abgewickelt 
werden, so bewegt sich das freie Ende dieses Fadens wie ein von der 
Schwere getriebener Punct. Der Radius des Kreises mifct die beschleu- 
nigende Kraft, die abgewickelte Länge des Fadens die Geschwindigkeit des 
bewegten Punctes und der zum abgewickelten Kreisbogen gehörige Centri- 
winkel die verflossene Zeit. 

§ »• 

Diese Vorstellungen lassen sich leicht verallgemeinern. Bezeichnet 
in Fig. 11. der Bogen AB einen vom Puncte B durchlaufenen Raum, so 
wird der Krümmungshalbmesser BG die Geschwindigkeit dieses Puncles aus- 
drucken, während der Krümmungshalbmesser KG für die Evolute HG des 

43* 

Digitized by Google 



i 



330 19« Schellbach, Entvickelungsweise der transcendenten Functionen. 

Bogens AB die beschleunigende Kraft darstellt und der von den Normalen AD 
and BD gebildete Winkel ADB die verflossene Zeit. Man denke sich näm- 
lich, dafs die Linie KG von der Curve IK abgewickelt wird, dabei die 
Curve HG beschreibt und so die über HG gelegte Linie abstöfst, welche 
durch ihre Bewegung den Bogen AB beschreibt. Dieser Bogen AB kommt 
hier natürlich nur als absolute Lange in Betracht, nicht als Curve von be- 
stimmter Form. Die beschleunigende Kraft wird dann, ganz naturgemäfs, 
als durch eine Reihe anderer unbekannter Bewegungen erzeugt gedacht. Es 
wurde schon in §. 7. bemerkt, dafs wenn der Winkel ADB = t und AB = fl 

ist, dafs dann BG = ~ und KG = ^(r sind; hierdurch wird das verständ- 
licher, was Lagrange im dritten Theile seiner Functionentheorie §. 5. äußert 
und was sich mit Bezug auf diese Aeufserung in Hegels Logik in den An- 
merkungen aber das mathematisch Unendliche findet. 
Berlin im Mftrz 1837. 
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20. 

Note, oü Ton explicjue une remarquable objection 
faite par Euler en 1751, contre une regle donnee par 
Newton dans son Arithmetique universelle, pour 
extraire la racine d'un binome reel de la forme Va+vb, 
<|tielque soit le degre impair de la racine demandee, 
si toutefois eile est possible. 

(Par Mr. J. Plana ä Turin.; 



§• I- 

Je suppose qu'on a soos les yeox le Memoire d' Euler intilule „De ex- 
tractione radicvm ex quantitatibus irrationolibus" publie en 1751 daas le 
tome XIII. de9 Commenlarii de l'Academie de St. Petersbourg, et le passage 
de l'arithmetique universelle de Newton cite par Euler, tel qu'il est imprime 
dans la psge 85 du premier livre de l'edilion de 1760 commentee par Vastillon. 
D'abord, on sera surpris de voir la formole de Newton echte ninsi dnns la 
page 21 du Memoire tiEuler: 

tt± Sjttss -j-n) 
ü » 

tandis que, dans la page 85 qu'on vient de citer, la lettre « est precedee du 
signe moitu; cest-ä-dire qu'on y voit 

f±V(tt$s-n) 

VQ 

D'opres cette seule remarque on dirait qoe, meme en adoptant Interpretation 
d'Ew/er, la regle de Newton dünne, pour Fexemple choisi par Euler: 

et non 

V(5/5+ll) = — mt 

Ensuite on pourrait, avec quelque raison, observer, que Newton prescrit de 
prendre pour t la valeur de 
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in numeris integrü proximis. De sorle que, dans l'exemple en question, oü 

2* 2/10 ' 

U faudrail prendre J pour cetle valeur in mmeri* inlegrit proximit s et 
non filmte, comme Euler le prescril sans ambiguite, en disanl: „de- 
ßniatur numerus integer qui proxime accedat ad valorem huiut ms- 

pretsionit r ^ f< " qui eil = V; tandisque Newton dit; „tHqme — sgr" numerit 

inlegrit proximis t". Celle Substitution du singulier ou pluriel entraSne ä la 
consequence, qu'il fant prendre Vunite au lieu de ia fraction ralionnelle \. 
Mais on pourrait douter, que teile etait effeclivement l'intenlion de Newton en 
ecrivant ce precepte; et comme en prenant < = J, la regle de Newton donne 

c'ost-ä-dire ie voriiable resultat, on serait dispose a croire la regle de Newton 
exemte de l'objection dont parle ici Euter. L'autorite de ces deux noms 
etant egalement imposante, il faut penetrer plus avanl dans cette dis- 
cussion. 

§. II. 

Admetlons, si Ton reut, que ce premier «rgument tfEulcr soit par la 
renverse: il ne faudra pas se hater d'en conclure, que lapplication de la 
regle de Newton est toujours süre. Car en fappliquant ä l'exemple 

^(139/3+91^) = üf, 

on aurait: » = 2; 0 = 32; Ay'Q - 139^. f '32 = 139.4/6; partant a = /6: 

/(Cl39y3+91 fl)p2) = 3,09557 = r, 
n_ 

— = 0,64««; ~2i— = — 276~ = — 2~~ ' 
ou bien, m numerit inlegrit proximit: 

r +T 3+ T 11 3 
-2T- = -27T = *?6 " °' 74846 = T = L 



# 
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On a donc ich 

H= >->Y('g-0 _ 3 /3+^6 

✓32 2/64 
En prenant 1 = 1, conformemcnt a Interpretation (V Etiler, on aurait 

jy== /6 + » / (6-g) _ 2/3 + 2/2 
/32 /64 

Mai», Ton et faulre de ces deux resullats soot fautifs: le veritable est 

M /7+/3 

M = — j — — • 

/64 

On pourrail le Irouver par un acte de penetration mentale, en observant quo 
le nombre 1,52752 est la valeur de car alors on ferait <={y}; '=^6; 
et la formnle de Newton donnerait: 

U + /(,V-,Q _ /|4-/(t-2) _ /7 + /3 

YQ /32 /64 

Mais rien n'enseigne, dans la regle de Newton, comment on poorrait exe.- 
cuter avec certitude une teile transformation de la quantile qu'il designe par t. 
Ainsi, eet exemple etablit incontestablement qu'il y a nn vice dans cette regle, 
et il accroit la curiosite de connoilre la sonrce de son existence. Cette source 
ne se troove pas clairement indiquee dans le Memoire Euler; mais une 
legere addition qae je vais faire a son analyse, soffira poor la mettre 
en evidence, et ponr offrir en meme tems an caractere certain, propre ä 
distinguer les cas, oü la regle de Newton doit reussir, de ceux oü eile doit 
etre en defaut. 

§. III. 

Soit A±B le binomc donl il s'agit d'extraire la racine du degre 
«, en supposanl, que les carres A 1 , B sont deux nombres rationnels et enliers, 
tels que A 1 >B^. Pour cela, on etablit fequation 

2/p 

et on regarde p comme un nombre entier ainsi que les carres x 1 , y\ Cette 
forme une fois adnoise, on a necessaireroent les deux equations 

2/P 2/p 

desquelles on lire 
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x'-fy 5 = 2f l (A + Byp] + 2 n y[(A-B) 1 pl 
Acluellement je suppose nombre entier Ä 1 — B' decompose en ses factcurs 
premiers; ce qui donnern 

A'-ff = 'r.$".h*'.V".... 

Donc en prenanl 

p = 3»3»'.5*'.7*'".... 

de maniere, que » = a + b = a+ b' = a" + 6" = «'" + 6"' = , oo aura 

(A 7 -B r )p = {2.3.b.7 ....T = r\ 
Les nombres enliers p et r seroni par lä connus, et en posant 

L . = }[(A + By P ] + tt{A-Br P l 
nous avons les deux equations 

desquelles on tire 

x = + 2 r), y = - 2 r), 

et par consequent 

Ainsi, l'unique condilion necessaire pour l'extraction de celte racine est, que 
le nombre a soit entier. Or en examinanl la forme de son expression, U 
est facile de voir, que ce nombre doit etre une racine de l'equation du degrö * 
resolue par Moivre. Donc en posant 

± = (A> + B>)p, fc~b) = 2,AB, 

ou bien 

a = 2p (A J + B>); b=p 7 {A> - B 7 ) 1 = r* , 
on aura, pour determiner l'equation 

HL 2p (A> +*') = *•-» r\ *~* + r\ »- - "^ffi"** »— + etc. ; 

ce qui revient ä dire, que le nombre entier » doit etre un des facleurs 
du nombre entier 2p A ~ ■ D 2 )\ puisque, « etant, par hypothese, un nombre 
impair, 2p(A*-\-B*) doit etre le produit de tontes les racines de I equa- 
tion (III.). Pour decouvrir rapidement la racine qui convient ä l'objet 
actuel, on calculera, avec une table de Logarithraes , les deux parties de 
la valeur primitive de s, fournies par l'equation (I.), en ayant soin de 
faire ce calcul avec plusieurs chiffres decimales: ensuite on verra, si l'ad- 
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dition de ces deux nombres donne un nombre entier, nvec une grande 
approximalion. Alors, lequation (III.) servira uniquemenl ä verifier le 
nooibre entier ainsi trouve. Ce procede esl fort utile dans la pratique: il 
scrt aossi a indiqaer l'impossibilite de l'extraclioii de la racine demandee, 
en donnant une fraclion fort eloignee de Kumte pour la somme des deax 
parlies decimales. 

Sile degre » de la racine elail poir, Pequation (III.) conliendrait 
seulement des puissances paires de z: de sorte que, en admetlant qo'elle 
eut des racines com mensurables, on en pourrail lirer une valeur entiere 
pour z-\ Mais alors la racine de ce nombre, s'il n'est pas lui meme un 
carre parfait, ne serait pas un nombre entier-, ce qui empecberait d'avoir 
pour x 1 et ff des nombres entiers, ainsi que nous l'avons suppose. Ana- 
lytiquement parlant, les formules (II.) et (III.) sonl donc aussi applicables 
aux raciues de degre pair, en modifianl convenablement l'idee primitive qu on 
avait donnee sur les deux quantites designees par x et y. L'analyse detruit 
toujours les limilations qui ne sonl pas inherenles ä la natore intime de la 
question. Au reste nous conlinuons l'hypothese, que n soit impair; parceque 
ce cas est le seul qui fait le sujel de la regle de Newton sur laquelle porte 
cette discussion. 

§ IV. 

Cela pose, voyons quelle est ia connexion qui existe entre les equa- 
tions (II.) et (III.) et la regle donnee par Newton. A cet effel, soit 

et rcgardons le nombre entier q comme le plus grand diviseur commen- 
surable de la quantite A\ p: le nombre entier /" est uu autre nombre tout- 
a-fait determine par cclte meme condilion. Rien n'empeche d'introduire ce 
nombre dans le second membre de l'equalion (11), en ecrivant: 

Maintcnant si Ton Fait 
oo pourra ecrire 

IV. jjAtB)- gtf-» . 

/p 

La forme de cette formnle cotncide avec celle de Newton, ainsi que la 

Crelle'i Journal d. M. Dd. XVII. Hft. 4. 44 
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forme de la qaantite representee par S. Mais on ne voit pas encore, quon 
puisse eo dire aulant a l'egard de la qaantite designee par T. Cependant, 
si Ton fait poor nn rooment 

il viendra 
et 

Od a donc 

k] /( v+T!+*'\ V+r <"+7V 

T= *r\ — t — / = mm ~ ~ ir- 

I.'expression de T, ainsi ecrite, devient conforroe a la regle de Newton; et 
si Tod veut rendre la eolncidence parfajte, od fera 

|Tt7»P((J+£)|»-JS, 

ce qai donne 

v. r--^. 

Voila comment ta formule (II.) peat etre transformee dans la formale (IV.), 
en y regardant les quantites S et T connue determinees par les eqaations 

8-if, 7=^2-. 

Mais si cela est vrai et toajours vrai, analytiquement pas, il n'est pas egale- 
ment vrai d'en conclare qoe, toutes les fois qne 1,'extraction de la racine est 
possible, on doit remplacer T par la valeur rationnelle que cette quantite 
adrnet in wctkti* integrü proximis. Car en revenant ä son expression primi- 
tive, sous la forme 

on coneoit, qu'une teile Substitution ne peut etre legitime, qua l'egard 

»4-2r 

des ca« particuliers dans lesquels la quantile -~ — sera le carre d on 
nombre entier pair. Meme dans les cas non moins particoliers, oü Ton 
aurait i±?I = ~ , et par conseqaent T = on ne poorrait recon- 
noltre la ralionnalile de celte qaantite, en la caleoiant par la formale (V.) 
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de Newton, si ce n est dans le cas fori simple oü Ton aurait 

C'esl precisement ce qui arrive dans l'exemple /(5/5 + 11) eile par 
Euler; oü Ton a f = 6; r = 2; 5/578=10/10; f= 10, et par 

consequent —~ — = — = 1. Mais dans le secood exemple Euler; savoir 

/(139./3 + 91.,/7), 

oü Ton a » = 10; r = 2; 139^3. /32 = 139.4/6; f=6; el par con- 
sequent ^ajay, la regle de Newton doit etre en defaut, puis- 

que la Substitution de la valeur de J y \ in nvmeris integri* proximi* enleve 
ä ce nombre le caractere d'irralionnalite qui lai est innerem, et qu'il doit 
conserver dans la racine cberchee. De lä nous concluons, qoe la regle de 
Newton est fautive en ce sens, qu'elle exige trois conditions lä oü une 
seule suffit; savoir: 1°. que le nombre a soit entier; 2". qoe le nombre 

— ~ — soit un carre; 3°. qoe ce carre soit celui d'un nombre entier pair. 

La reunion de ces trois conditions existe dans les trois exemples choisis par 
Newton. Mais il est demontre par l'analyse qae je viens d'exposer, que la 
seconde et la troisieme ne sauraient etre admises en general : et il y a effective- 
menl une foule de cas oü l'extraction de la racine est possible sans qu'elles 
soient remplies. Euler avait donc raison de parier de cette regle, comme 
d'une regle „$ati$ complicata* et analyseos prineipm admodum adt>er$anti$ i ' i 
et d'affirmer en outre qu'elle a un vice „quod in Mo negotio maximmm ett, 
ul *aepe numero radicem ceram, et ri talü in forma binomia datur, non ex- 
kibeat." Dailleurs ce probleme ne pouvait etre completement resolo 
associer ä la formule (II.) l'eqoation (III.): et sur ce point il n'y a 
indice dans la regle de Newton. Celle meme regle se trouve aecompagnee 
d'une assez longue Note daos la traduetion francaise de rarithmelique uni- 
verselle publiee en 1802 par Mr. Noel Beaudeux; mais rien n'y indique 
l'existance de l'objeclion faite par Euler (Voyez pages 116—121 du second 
volume de cette traduetion). 

Turin le 10. Decembre 1836. 
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21. 

Note sur le passage qui termine le 8- 8. du M&noire 
de Mr. Plana, impriuie dans le vol. 17. 



Ii/n reflechissant de nouveau sur ce passage, j'ai acquis la conviction, qoe 
la fraclion cootinue de Brovnker pouvail effectivement Gtre regardee comme 
une !raosformation immediate de la factorielle de Wallis, Je vais faire voir 
de quelle maniere on peut metlre eo evidence la connexion intime qui existe 

4 

entre ces deux expressions de la meme transcendanle numerique — 

Quelle que soit la methodc imaginee par Brounker: d apres les idees 
6'Kui'cr, public t-s en 1739 dans un de ses Memoires qui feil pariie du tome XI. 
des anciens Commentarii de l'Academie de St. Petersbourg, sa fraclion conlinue 
n'aurait pas ele trouvee a priori, mais presque a son insu, et comnio une 
consequence forcee d'un proccde parliculier sur lequel il elait tombe par la 
saile de ses meditations. Euler a aiAmc conjecture, avec assez de raison, 
iju'il avait devine la melhode ainsi rencontree par Brounker; muis il faut 
avouer, que la probabilile d'une teile divination semble en quelque sorle 
infirmee par la complication des Iransformations ä travers lesquelles il parvient 
a ce resultat. Cepeodant, la methode d'Euler est susceplible d'£tre simpliliee 
en la pesentant de la maniere suivanle. 

Repreuons les equalions 

y"' **** 1.3.5.7....2t-l « 
u ✓(<-«■) _ 2.4.6.8....» ' 2 ' 

/ ' x^+'d x 2. 4. 6. 8. . ..2t 

J \ r'C*— **) " 3.5.7.9..'.".2i + 1 ' 
citees dans le §. 8. : en les multipliant on obtient 

x> 'dx f x tp+tjm n 
„ V n ✓(1-*') " 2(2i + l)' 

Par la nature de ces limites, ils est permis de remplacer x par x"; alors, en 
faisant p = *(2i+i), on a 

y» 1 x>- l dx p x>+ -'d* m 
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Pour od ouire exposant p', on a de meme 

o ✓(! -**)'./« ✓(1-**") ~ 2np'* 
Dooc en divisent ces deaz deraieres eqnations, on aura 

y„ ✓(1-*'") y 0 ✓ci-x'-) 

Cela pose, si Ton fait p'=p + 2r: 
et par conseqnent, 

flP+<»)-imr)* 7i ffztff , 

lequation (£.) reviendra ä dire, qoe 

ZW _ Ap+») = _p_ 

p + 2r-n p + 2r p + 2r » 

ou bien, que 

np)-np+*) = f(p+ar-»). 

Cette eqoation aox differences Gnies expriroe la propriete caracteristiquc 
des fonctions de />, qni seraient evaluees par le second membre de l'e- 
quation (£.). 

Maiutenant, si Ion fait n = 2 et r=l, on aara 

E". A/O-AP + 2) = />%• 

p' n n \ - n y » 

y„ ✓ci-x*) 

Ces denx eqnations elaieni connues par Wa//w et Brounker. Le premie? v 
Toyail un moyen de faire dependre la valeur de /"(p) d'une fonction setnblable 
oü Texposant p serait agrandi ä volonte. Pour ccla, il snffit de changer p 
en p + 2i p+4, p + 6, p + 8, etc.; ce qui donne 



A/>)-AP + 2) = p%- 
Aj>+4)A/> + 6) = (p + 4)*; 
Ap + 8).A/> + 10) - (p + 8)'; 



Af» + + 4) = (p+ 2) 1 ; 

Aj» + 6)AP+ 8) = (p+ 6)'; 
Ap+10).AP+12) - (F+iO)»; 



etc. etc. 
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Or, en divisant le prodoit des equations qui sont ä gauche par le produit de 
Celles qui sont placees ä la droite, il viendra 

f/„\ ,,„_,*: . ox _ „i (p+4) , (p+8)'(p-h2) , ....(p+4q' 

Mais, le rapport des deux integrales qu'on voit dans le second membre de 
requation (B\) est d'aulant plus approchant de l'unile qne le nombre p est 
plus grand. Donc en sapposant le nombre i inßniment grand, requation (B.) 
donnera 

f(p+4i+2) = p+4i+2. 

De sorte qu'on pent ecrire 

t(n\ - «' 0> + 4) , 0>4-8)'O+12)\...Cp4 -4i)' 1 
fKP) P 0'^-2) , (f + 6)•(p + 10) , ....Cp + 4i-2) ,, p + 4«+2 » 



poarva que t soit infiniment grand. Cette condition enlraine avec eile la 
faculte de pouvoir faire 

P + 4i f . 
p + 4i + 2 ~ 

et alors on ecrit 

w- . . B , (P + 4) t Cp+8) , (p + <2)V...Cp-f4i-2y.(p-t-4Q 

rr. fifj - p • Cp+ 2)*(p+6) , (p + 10)\...(p + 4i-2y 

Teile est la factorielle par laqoelle Wallis evaluait le rapport des deux 
integrales qu'on voit dans le second membre de requation (ß'.'i. Dans le 
cas particulier de p = 2, on a 

„ ✓(!-» «) _ 2 _ 2 4 . 

n xdx ~ /' d.g* ~ /•■ dx ~ « ' 

/ o' /ei - y „ /ci - *•) J « ✓(< -* *•) 

et par consequent 

4 oJ 6\10\14\18\...(4i-2)\(4i + 2) 
~n ~ '4'. 8\12\i6' (4i)' » 

£ 9 , 3\5 , .7 t .9'....(2i-l) , .(2t-f i) 
« ~ 4 '2'.4 , .6 , .8' (2i)' 

Admeltons, que, Brounker en examinant de son cöte requation (JE".) ait eu 
l'idee de faire 

La Substitution de ces valeurs c bange requation E" en eelle-ci: 

v(p)v(p+3)-(p-i)v(p)-(p+i)v0»+2)-i = 0. 
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Aktuellem ent si Von fall ici: 

v(p) = a (F-D+^; = »(H-lHygrp^. 

on troavera 

-»•V'(f)^(p+2)+JST , +Ä'(p-3)^(p)+Ä'(p+3)v'(p+2) = 0. 
Le coefficient ff etant encore indetermioe, il est permis de faire h 9; et 
qut rcvient ä dire, qu'cn posant 

V(P) - 2(^-1) + ^, v(P+2) - 2(, +1)+^^, 
lequalion (£"'.) se change en celle-ci: 

ff\ v/(p).V'(p+2)-(p-3)V^(p)-(P+3)y'(p+2)-9 = 0. 
Mainlenant, si Ton fait ici 

*(j>)«*(P-l)+^i V'(P+2) = 2(^+l) + ^2 5 , 

ob troavera q/H convient de prendre AT = 25. De »orte que, en posant 

✓(J>) - «(p-0+^i V'(P+2) = 2(p+l)+^|^, 
on aura 

Ä\ V^(p).^'(P + 2)-(p-5)v"(p)-(p + 5)V^'(P+2)-25 = 0. 
Ponr passer de cette equation ä la soivaate, on y fera 

v"(p) = (p-D+^ mai.a^-r ^^ i 

ce qui donnera 

£ v \ v'"(p).V'"(P + 2)-(p-7)v'"(p)-(p+7)^"(p+2)-49 = 0. 
Sans conti nuer plus loin ce detail, il doit eire clair, qne les Iransform eea 
successives s'obliennent, en faisant 

II est par la demontre, que l'equation 

Ap)-Ap + 2) = p' 
pent etre satisfaite par une approximalion indefinie. en posant 

et remplacant successivement v(p)i V'(p)i V"(p) elc - P ftr ' eur> valeurs de- 
doites de la formule 

= 2(p-1) + $±^- 
De cette maniere, i) est manifeste, qu on obtient 
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b f(p) = 

2(j»-l)+— gg- 

»CP-0+— 



2CP-D+ ! 



2(p-1) + etc 

Teile est la formule, qui. en y faisant p = 2, donne pour ^ la fraction 
continae de Brounker. 

Suivant cetle anolyse, le point de depart de Wallis et de Brounker 
aurait ete le meme: Tun et faulre onl eu pour but de resoudre par approxi- 
malion l'equalion 

Ap)-A/» + 2) =P 7 : 

le premier y parvenail ä Faide de la factorielle H . , le second ä l'aide 
de la fraction continue (£?".) Newton, au contraire, resolvait le meme 
probleme par le developpement de9 radicaux qu'on voit dans le second membre 
de lequation ff. 

Celle analyse prouve aussi. que l'opinion de Lagrange rappelee a la 
fin du §. 8. est exacte: roais, pour elre juste, il ne faut pas dire, que Wallis 
avail reellemenl demonlre, que le produit des deux fractions conlinues 

doil elre egal ä p\ Euler eile ce lerome de Wallis en ajoulant „cujus eeri- 
tatem per induetionem satis confirmat, sed, quod caput est; analysiu non affert, 
qua ad hoc theorema sit perventum." (Voyez page 101 du iome IX des 
nnden s Commentarii de l'Academie de St. Petcrsbourg.) La metbodo prece- 
deule donnerait egaleroent la fraction conlinue qui satiefait ä l'equalion (£'.). 
Pour cela, on y fera d'abord 

/(p) = p + r-,, + -JL; i/=rn-r\ 

ce qui donoera 

0. y>(p). V (> + ")-(/» + r-n)y>(p)-(p + rt ylp + u)-H = 0. 
Cela pose, on obtiendra les Iransformees successives de celle equation en 
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. „(10 = »O+r—H^t?; 

Donc. en posant pour plus de simplicile 
il viendra 

f l dx.x»+ r +— x 
r> r( n \ , , v«/a _ „ . # 



2 g 4- etc. 

Si on voulait exprimer en faclorielles le rapport de ces deux integrales, il 
suffirait dy appliquer les formules que jYi donnees au commencement 
da §. 16. 

Turin le 26. Janvier 1837. 



Dans le tome 2. des Nora Acta de l'Acodemie de St. Petersbourg, 
Ealer a emis (Voyez page 43) une opinion tout-ä-fait diflerente sur l'objet 
dont il est ici question. Suivant cetle moniere de voir il faut admeltre: 
1°. que Brounker a pris pour point de depart la serie I — \ + A — etc. 
trouvee par Gregory avant LeibniU; 2". qu'il a eu l'idee d'etablir cette 

suite d'equations -*=l_-.l- ; - = l_. + -J-. : i = 1 - J +i __±_ ; 



* . 1 



~ A - = 1 - j 4- i ~ 4 + i — ; e,c - ; lesquelles reviennent a dire, que 

4 A^) 

As, - • • • • A-, - 4^-0*+ {y 3 - «l ui1 a t^forme ces 

9 25 
dernieres equations en celles-ci: A (n = 3-f- — — 173"' A?) = 5 -f- ^ " - & ; 

Grolle« Journal d. M. Bd. XVII. Hft. 4. 45 
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•^(.j = 2» — — (2w + 1) ' ^ C '° P° S ^' C " P arlanl dc ' a P remiere 

equation x = 1- ^T' ° n au^al,, par 1 ^' rainaliün successive de A m , 
etc, : 

« . | L 

4 3 + - 9 



2+^ 



2 + etc. 

Mais ce rösultat etant la dilTcrcnce entre funite et unc fraction, n a pas 
paru ä Brounker assez elegant, et il faul aecorder; 4°. qu'il a eu l'idee de 

transforraer f equation -~ — 1 j— , en 

4 .4,,, 

n t 

afin d'obtenir par Ia meme elimination : 

n \ 



4 i+JS 



2 + ^ 



2+ 25 



2 + etc. 

Or je demande s'il est naturel de croire, que Brounker ait suivi un procede 
aussi facile a oxeculer qu'il eloit difücile ä iinaginer, ä une epoque, oü, 
chaque Operation du calcul eloit suggeree par des considerations etrangeres 
a la puissance des transformalions pureraent analytiques? L'cxplication prece- 
dente, quoique plus transcendante, me parait plus probable. 
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22. 

Memoire sur Pexpression analytique de la surface 
totale de Pellipsoide dont les trois axes sont inegaux ; 
et sur Pevaluafion de la surface d'une voute sym- 
uietrique, a la base rectangulaire, retranchec dans 
la moitie du inline ellipsoide. 

(Par Mr. /. Plana a Turin.) 



§ I 

Soit 

l'equation de la surface de l'ellipsoide. L expression de faire comprise enlre 
des limites donnecs sera, comme on sait, fournie par la double integrale 

Donc, en subslituant pour (-J^-)» ) ' eurs valeurs determinees par l'equa- 

tion (1.), et faisant pour plus de simplicite 

> /- 1 



il viendra 

2. S = 



Acluellement, si Ton fait a — c.cosÖ, l'equation (1.) sera satisfaito en prennnt 

x = o.sinösi»f/>, y = 6.s'in0 cos(p. 

L'angle 0 etant conslont. on peut considerer ces expressions de x, y comme 
les coordonnees de Tellipse formee par la scction de r»llipsolde par un plan 
parallele a celui des x, y, mene n la hauleur c.cosO. Mais en introduisant 
les deux nouvelles variables independanlcs 0 et <p a An place de x, y, il 
faudrii , conformement au principe relalif ä la Iransformalion des integrales 

45* 
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donbles. remplacer dxdy par 

■**[(£)(£)-(-&)(&)] = 

ce qui donne 

3. S = «6 ^//iy rfö sin 6 . ,'( 1 -/'sin 7 Ö 

en posant pour plus de simplicite 

/' = «TsinV-r * 5 cos 5 </>. 

§. II. 

Si Ton veut expliquer geonietriquement, a quoi revienl celte trans- 
formalion, i! faut observer. que les expressions precedenles de x, y donncnt 

4. y =» X'— eoltp; 

de sorle qu'on peul regarder celte equation comme celle d un plan coupant 
l'ellipsoide mene par Taxe des s. L'angie tp est constant pour tous les points 
de l'ellipse tracee Sur l'ellrpsolde par un de ces plans coupans: mais Pangle 0 

y varie depuis 0 = 0, jusqu'a 0 = ~* (en considerant seulemenl les ordonnecss 

positives). 

Imaginons maintenant deux seclions semblables qui comprennent un 
angle infiniuieiit petit dy. Pour passer de lo preraiere section ä ia seconde 
sans faire changer l'abscisse x, il faudra differenlier l'equalion (4.1 par rapport 
a y et <p: ce qui donne 

. b da> 

ou bien 

dy = -bd<p.^ 

en remplaeant x par sa valeur a sin0sin<p. 

En demeurant sur la meine section, on passe d'un point au point 
infinimenl proche, en laissant q> constant et diflerentiant Tequation (4.) par 
rapport ä x, y. Donc, en designant par t(y ce second accroissement de y, 
pour le distinguer du premier, l'equalion i4.) donnera 

<fy ~ ~ dx.col(f. 

D'un aulre cöle, l'equalion y = b sin 0 cot <f donne d'y = bdOcosOcosy: parlant 
on a l'equalion 

bdOcosdeosif = * dx.co[((, 
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de laquelle on tire 

dx = n dB cos 6. sin <p. 
Cela pose, il est clair, que le prodult 

dxdy — bd(f X « dÖ cos 8 sin y 

donne Paire du parallelogramme infinimenl petit compris entre les deux seclions 
menees par laxe des 3. A la verite, ttnclinaison des deux cöles qui font 
Tangle differentiel dcp empöcherait de regarder ce quadrilatere comme un 
parallelogramme: c'est un veritable trapeze. Mais, la difference de ces deux 
surfaces tombe sur Ie» qnanliles du troisieme ordre, est on doit la negliger, 
conformement au veritable esprit du Calcul differentiel. 

f. HL 

D'apres cetle explication on concoit, que ttnlegrale 

ab dtf j %/ösinö ) ( t -PsWB), y 

executee en regardant l'angley comme constant, donnera l'aire de Tonglet 
differentiel forme par deux plans menes par Taxe des a, faisant entr*eux 
Tangle inflniment petit d<p. La surface de cet onglet differentiel peut <Mre 
exprimee par un logarithme. Mais si on demande Taire d*un onglet üni 
comprise entre deux plans dont les equalions sont 

y = a; cot <p', U^-j* cot (f", 
il faudra evaluer la double integrale 

Tf 

ab J '\ ' dy/J de.sinOy i i-Pstfe). 
§ IV. 

Maintcnant, si Ton concoit deux sections infiniment voisines failes dans 
Tellipsoide par deux plans paralleles, perpendiculaires ä Taxe des s, la sur- 
face de la zone comprise entre ces deux plans sera exprimee par 

4 a b . rfösin 0 f * d< f , (1 - Psin 3 0). 

Or en posant 

„ (<? ! -<>in'fl . .,, Q'-ä'lsin'fl 
c = l— i'gin'ö ' c ~ l-d'sin'Ö' 

on a 

l-/ > siV(9==(l-« ? sin J ^(l-c 2 sin>) = (l-d J s.Vö)(l-c' I sin J y). 
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Donc, l'oire de la zone elementaire s.era exprimee par 

TT 

4 a b . dd sin 6 y\l - 1 2 sin 7 0) dy j (4 - c ' sin 1 y), 
si ^>< 7 ; et par 

4 ab . <0sin 0 ,'(1 - <T sin 1 0)^ * <fy , ( 1 - c 1 sin 2 y), 

si <? 2 < t 2 . 

II suit de lä que, pour avoir faire d'une zone finie comprise entre deu.v 
plans dont les equations seraient s — e.cosö', s = c.6os0", il faudrait evaluer 
l'unc ou faulre de ces deux integrales doubles; savoir 

4 a b f" d0 sin e y\l- f 2 sin 1 0) . P dtp y\\ - c 1 sin 2 <p) ; 

n 

lab f 9 rfÖsinö,\l-^sin J ^). / 'i/y^l-c J sin». 

§. v. 

Lorsqu'il est question de la surface totale de lellipsoide, le problerae 
consisle dans Tevaluation de la double integrale, 

5. S' = %abf*f* dtpdB sind \{\-PsWe). 

Legendre a demontre le premicr que cette Integration pouvait toujours 
elre execulee per les transcendantes elliptiques de premiere et de seconde 
espece. La simplicite de ce beau resultat fait un contraste frappant avec la 
coraplication des moyens de Solution employes par Legendre: mais, dans Tetat 
acluel de la science, il nesl pas difficile de tirer de Touvrage meme de ce 
grand geometre une Solution qui nie parait i eaucoup plus simple. Voici 
comment. 

Supposons d'abord, qu'il soit question de determiner la double integrale 

■ 

6. V = 8abJ difdO.msineyd-P.m 1 sin 2 0), 

oü m est un pararnötre pris arbitrairetnenl. Si Ton avoit la valeur de Y, 
il suffirait d'y faire m = 1 pour en conclure celle de S'. Or il est evi- 
dent que to fonction de m, ainsi designee par V, doit donner K — 0 en 
y faisant /» = 0: et quen faisant de meme m = 0 dans son coefficient 

diflerentiel on doit avoir 
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Üonc. s'il elait possible de former une equation par la combinnison des 
coefficiens differentiels de la fonction V, on aurnit ramene la question ä Inte- 
gration d'une equation differentielle: ce qui peut £tre plus an moins difficile, 
suivanl la forme de celte equation, 

Si l'integration sera possible, les deux conditions dont nous venons 
de parier serviront ä la determinalion des constantes arbitraires. 

§ VI. 

Cela pose, si Ton fait 

U = y (m 7 -Pm* sirr 0\ 

on obtient 

dV m-2i»'Psin , Q 

dm ~ U ' 

d'V _ l-6»t 3 Psin a fl w'(l - 2m 1 P Bin'fl) ' 

dm' ~ V 1" 

De iä on tire, 

i dü^_± £U _ 4mPsin' fl m(l-2fw'8in I gy 
m*' dm m dm' " V + ( 1 

4m , P&m , V(\-Pm'*\a'6) + m(ii -2/ > ff^^Bin'fl) , 

— y» ; 

c'est-ä-dire 

1 dU 1 d * u - m 
m* ' dm m dm* ~ 

ou bien 

_ 1 dV l d'V 1 
7 ^ 



»»' dm m dm'' ro «(| _ /Wßin'Ö) 4 

En multipliant les deux membres de cette equations par dÖs'mO et integrant 

ensuite depuis 0 = 0 jusquä B ~ on a 

m sS ii am mj u «"» w» «/ u ^ Pm'sin'ö) 

Or on sait, que 

/ rix — * 

parlant il est clair, que 



y"*_dÖ9in£ _ _J_ 
0 (l-Pm'sin'0)* = 
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On a donc cette equation: 

8. — , / — dOswO / , .dOsmO = — --fr- 

m J o dm m J dm m (1 — Piw ) 

Acluelletnenl, si l'on raulliplie par d<f> les deux membres de celte equation, 
et qu'on prenne ensuite l'integrale depuis <p = 0 jusqu'ä <f = on aura 

Mais nous avons 

/' = /' d<L 

J l-Pm* J l-w'ca'ain'y + f'cos» 

De lä on tire. d'apres une fonnule connue. 
c'est-ä-dire 

y" T rfy « 
u 1 - Pm 1 ~ «V)(l - m**)'}] ' 

De sorte que, en posanl pour plus de simplicile 

<? = (1 - wVh 1 = 1 -i«V-f <T) + mMV, 

on ff 

En multipliant les deux membres de celte equution par Sab, on voit, par 
le rapprochement de l'equalion (6.), que la fonetion de m designee par 
\ donne 

4n dY d'V \«ab 

L inltgrale complelc de celle equation lineaire est 

-j— = mC~Anab.m I , 
d m J m y Q 

Pour determiner la constante arbitraire C, je remnrque, qu'en developpe- 

ment Q~*, on a 
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partant nous avons 
dV 

diü = w,c + 4;ia *- 27I ö6m ? ((r , + * < ) + elc. 
Dun aulre cöte la formale (6.) donne 

- 8fl Vo Zu ✓cTTp^ö)- — » 

d'oti Ion lire en developpant: 

~d^ = 8ab f u f u d'pdBsin$-Sob.im' l f* X J dtpdOP. siu'tf + elc. 
Mais on a 

et pur consequent 

|j = 4^a6-27ia6m , (o M + « I ) + etc. 
Donc on doit faire C = 0, ce qui donne 

11. 11 = ^-4^6«/^. 

II suit de la, que 
on bien 

En differenüant fexpression de ~- et prenant ensuite l'integrale, on obtient 
Donc l'equation (12.) est equivalente ä celle-ci: 

Je n'ajoote point de constante arbitraire, puisque la fonction V doit devenir 
nulle en y faisant m = 0: mais, pour plus de clarte, j'ecrirai 

Maintenant, si Ton fait dans cette formule m = 1 , on aura pour la valeur 
cherchee de S': 

14. ST = -^)) + 2^a6[/ 1 ^- JV^'^]. 

Orolle'i Journ.1 d. M. Bd. XVII. Hit 4. 46 
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§. ra 

Les excentriciles d, * de l ellipsolde etant des qUantitea plns peUlei 

que lunite, on peut faire dm = s\nip: alors on a 

/'dm i_ n d*P 

Cette expression aura la forme requise, si <J>«: mais si oo avait <J<», 
od ferait »« = siny>; ce qui donnerait 

fdm _ i_ n . 

Ainsi, en supposani J>«,\si ,,0 ° fail 

-^ = 8inr,- J=sinto, 

la formule (14.) donne 

15. ff-ww-oa-*)) „ _ . 

, 2«fl6r /•• tf m "V»,^]; 



et en supposant <J<e, si l'on fait 



la memo formale (14.) donne 

16 . s* - w/ai-oa-*» 

Donc en faisant, conforroement a ta notation de Legendre: 

et se rappelant, que 

r*_ÄKSri-x = -V [F(*,»)-Ä(t,»)]; 
y 0 yci-sin'r.ain'v) 

on reduira les formales (15.) et (16.) ä cette forme: 

17. S = 2,aoV((l-0(t-^)) + ^CCl-<r)F(T, W )+<5«£(r,«a)]; 

18. 8 = 2naoy((l-0(t-^)) + ^[(l-« S )^«') + e ' iB ^^- 
Tel est le reanltat tronve par Legmäre. 
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Toulefois on ne dort pas perdre de vue, que la formale (14.) t 
I'avantage de comprendre les deux cas dans la raeme expression: ce qui peut 
etre utile dans daulres recherches. 

§. VIII. 

S'il elait qaestion d'avoir la surface de l'ellipsolde par ose serie 
reguliere ordonnee suivant les puissances et les produils de deux excen- 
tricitps , il vandrait mieux revenir ä la formale (5.) laqaelle, en y deve- 
loppant le radical V(l — Psin'fl), et observant, que 

donne d'abord 

Or il est heil« d'avoir la M' de l'int«grale detnie 

a laide ri'un theoreme ü Euler. En effet, on a 
<r8in l y + « , cos , 9> = i(^4-« 1 )-i(o M -« , )cos2y 

= W+«r+(#-4f-SCl + ■) iß -•) coaa?] , 

ou bien 

JWf+aW* - (l+J) , [l + (J=f) , _ 2 (J^) C082 9'] 

Cela pose si Ton fait poor plus de simplicile 

a— # 

il viendra 

n ■ 

/>P" = i(i+l)' < /; , 2^[1+.'-2ieo.2 9 r, 

ou bien 

f**pP* = i(^ti)y ü >[l+a'-2acoBy]- 

Donc en evalaant cette integrale par la formule donnee par Euler dan° 
la page 210 da tome IV. de son Calcal integral, on aora 

. /n»(m— i)Cm — 2\ ? a f 

! +(" (w ~ i)( 2 W 3 ^ )(W ~ 3) ) a' 
+ etc. ! 
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En designsnt par A (m) le polynome compris entre les parentheses on ecrira 

19. fj^p- - i^rv 

Cela pose la Serie precedente donne 

20. 8' = ^«^l-iC^^^^C^K-etc.} 

§• IX. 

Avant de terminer la theorie de la surface entiere de l'ellipsoide, je 
ferai observer, que, analytiquement parlant, la tnethode employee par Le- 
gendre, consisle ä faire 

■ 

x - «sin v; y - j^{^—A*)eot}ff, 

oü A, B designrnt deux quantites constanles; et «, tp les denx nouvellcs 
variables independantes. Ces expressions donnent 

/ dx\ . /'dys B m 

(£)— «-vi (&)— f 

Donc la fonction 

'«M(£)(£)-C&X£)]. 

qai doit remplacer d-rdy, sera 
De sorte que la formule (2.) donne 

ou bien, en remplacant l'unite par sin : ^-fcos 1 *//: 

f.. , /. , ««b'n . uM* r . o* «• ä' -n 



, «/•/■^^■-.•,i.v) 1 / r°> + (' + ^)->-^[' i °> + ^y >-> ]\ 



Jusquici rien ne delermine les deux constanles A et B. Donc on peut 
les prendre telles qu'on ait 

9* *• ß» _ a» 

ce qui offre l'avanlage de pouvoir separer en deux facteurs, dependants 
d'une seule variable, la fonction soutnise au radical. 
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Ces deux dernieres equations donneot 

partant l'expression precedenle de S devieot. 



od bien 

s ^Ajy^=hw^)J d * 1/ 1 TT7. ü* I 

/• <Wr«' /• //ain> + £cosV \ 

r^« ' 1/ yain , v»4-^ i .-- t coaV / 

Cetle formale, ainsi trouvee a priori, s'accorde avec celle qae Legendr e 
constrait par la consideration des deux öysletnes des lignes de plus grande 
el de plus petite courbure qui divisent en petita quadrilateres curvilignes 
la surface de l'ellipsolde et I'ellipse principale qui en est la projection. 

En prenant u = A, u = a; V = 0» i/>=1ti pour les limites de la 
double Integration, Legendre a tire de lä le resnltat donne dans le §. VII.: 
mais en traversant des difficultes, qui ne sauraieut etre sunnontees sans 
une profonde connaissance de la theorie des trois transcendantes ellipüqoes. 

s x. 

lmaginons un plan parallele au plan des xt niene ä une distance 
M de ce dernier. Sur Ions les points de lellipse resultante de l'inter- 
section de fellipsolde par ce plan, on a 

M = 6sin0coty. 

Com mo M<ib; si Pon fail M=b cosa» (sans avoir egard ä la significa- 
tion attribuee precedemment ä la lettre w), on aura 

. n C08 tu 

sm0 = . 

Donc, conformement ä la remarque faile dans le § HI., l'integrale 

abdtf f 'ddsm0y\4 -/»sin'fl), 
prise de maniere que sinö soit remplace apres Integration par 
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donnera 1 aire comprise sar l'ellipsolde entro deax plans inüniment voisins, 
menes par Taxe des f et le plan mene ä la distance M da plan des x, s. 
Pour plus de clarte nous ferons 



21. sind' = 



coa« 



COSqp 1 

et alors, cette aire elemenlaire sera exprimee par 

abdq>f° de*\n6j{\ -Pam'*). 

Donc en integrant ceUe aire enlre les limites <p = 0, y = a, oa 

A' = c\f"<kpf"des\*01{\-Pi\t?9) 

poar l'aire terminee sur l'ellipsolde par le plan de ys, par le plan mene 
a la distance M da plan de x* et le plan mene par Taxe des s et le 
point oü le second de ces plans coupe l'ellipse principale dont l'equalion 

x* y 1 

est ^» -f -j-f — 1 . 

De sorte que Ä represente l'aire projettee dans le triangle GOH 
(Taf. III. Fig. 13.). Effectivement, si nous nommons JV l'absdsse OK = GH, 



M bcotta 
laug HOK = => — jj— : 

requation -^r+- a r- = 1 donne N =a sin tu; partant, lang HO K = 
£cotco; ce qui s'accorde avec l'equation (4.). 

Par un raisonnement toul-ä-fait semblable en verra, qu'en posant 



mais 



22. sind" - 



sin« 



an? 1 
on a 

,4» = obfj <t<pf *d0Bm8 fti-Psm'O) 

pour l'aire projettee dans le triangle ORK. Donc en nommant A = .A'-M" 
l'aire projettee dans le rectangle GHOK, on aura 

23. A = ab f'dyfJdesmÖsine^l-Puife) 

+ abf\<pf'"d9smB1{\--PwtO). 
Cela pose nous allons chercher l'expressioa de A par les series. 
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§. XI. 

D'abord «OD» avons 

Or od a: 

Meine = l-coa*; 

fjMsm 3 0 = * - cos«' (| + i «in' *) = * - cos f x (sin *) ; 

- •lii-cosO'ACsln^; 

= üf-eos^(sinn 

Donc en substituant cos valeurs il viendra 
■ 

m 

- abf'dtp cos - abf* d<p cos 0" 

4 tbfjihp cos f [i P/i (sin r)+^P/,(*#)+ fclW' (»in *) + otc] 

ff 

+ fl^/^cos^[iPA(sinr) + ^F/i(BmO+^/ w A(sm 

D'apres la formale (21.) on a 

f'iftM* =y^"^Acos'<ip-cos J a>): 

donc en faisant sin y = sinto-siny noas aarons 
L'equation (22.) donpe 



Digitized by Google 



538 22. Plana, note sur la turface de ieüiptoide. 

n n 

donc en faisant cosi/> = costo.cosy' on aura 

II suit de lä que nous avons 
>4 = ya6(sintu+ costo — 1) 

- a »/>(ip +1 l F /» +T Lp. +T ! 5 P- +elc .) 

, , /' 1 d»coa , ». mn , t»M ~ l.l „ M/S 1 

+ fl fc/* T i(!^^V^?l w f 1 P»/7'. «■•'■Ulf . t .1.» „r„ w , w , ^1 
+ l-coa'^W^Ly r + TÄ F U ^-27Ä^ P Ul + e,C J> 

oü Ton a fait pour plus de simplicite 

F = cT sin 1 tu sin'y -f e l [1 — sin 7 cd sin 5 y] =« J -f (J* — «•) sin 1 cd sin 1 V; 

P" = f 1 cos 1 cd cos>' + d* [1 - cos 1 cd cos* y'] = <T + (V - cT ) cos 1 co cos 1 y' ; 

r r » _ 2 1 COS 1 » 

L - 3 + 3 1- B in'«sinV ; 

2 _1 _j_ i cos'w 1 cos 4 » 

wjm__ 2.4.6 8 cos*» ■ j_ cos' « L j oos'w 

" 3.5.7 15 ' 1 -sin'wainV 35 ' (1— sin'wsin»* + 7 ' (1— «n'n» sln T v) ,, 

etc. ; 

r „ 2 1 sin"« 



3 3 1— oos'wcos'v" 
2.4 . 4 aio'cii , 1 sin 



ix) 



3.5 15 1— cos'«cosV T 5 (1— cos'wcosV)* 1 

rr"_ 2 - 4 - 6 ■ 8 sin'» 6 sin*« , i sin» » 

Ul ~ 3.5.7+15 'l-cWccosV + sTl-cos'wcosV)' + 7 ' (1-cos*«cobV)" 

etc. 

Pour simplifier cette expression de A, j'observe qu'actuellemenl, 
rien n'empeche d'y remplacer y et tf>' par <p- Alors, en posant 

Q' = e*+ (tT — «') sin 1 co sin 1 y, 

= <P-f (*' - <P) cos 1 cd cos 7 
R' = 1 — 8in l £o 8in*y, 
ß"= 1 -cos* cd cos 1 
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il vienrfra 

24, 4 = ~ a 6 (Biu bl + oo« w — X) 

\, 1.1.3 [2.4.6 , 8 cos«« . 6 cos 4 « .1 cos« 



, 1.1.3 [ 2.4.6 , 8 cos* u) . _6_ cos 4 « , 1 cos* wll 
+ 2.4.6 V L3.6.7"*"l5- Ä' '35' R'* * 7'~W r \\ 
+ eto, 

i_/v/f 1 a. 1 ""'" l 
2 V L 3 T 3 * fl" J 

* l * *-3 ^,„[2.4.6 , 8 sin'« . 6 sin-*« . 1 siVwll 
+ 2.4.6 V 1.3 5.7 "TIS" Ä" + 36'lF r " t "y"ir 7r J| 
+ etc. 

Oo peut regarder cette formule comme composec de troi« suites infiuiVs. 
Dans le §. VIII. uous avons donoe la formule propre a integrer les dilfe- 
rens termes de la premiere: je vais faire v.oir qu'on peut aussi intt'grer 
la aeconde et la troisieme par les formule« dtEultr. 

$. XII. 

Pour ceia il faut partir de ce principe quo, en general, on a: 

25. l+A'siu'fl 

= ^+f^m«4 

26. 1— Ä"W6 

Pour demontrer oette transformation jobserve, qu'on a 

l+ fl -_2«oo«2ö «= l+a 4 — 2^(1-2« sin'ö) qp (l-«) , + 4a sin'Ö; 
d'ou Ton tire 

Cfrte i JowmI <L M. Bd. XVII. Eft. 4. 47 
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Cela pose", si l'on fa.t A:' =fT ±L_, 0 n a lequation 

rf-2«(l + ^.) + i =0, 

qui donne 

« = i+f(i-/<i+*"» = {L^±*ny 9 

et par consequent les formules (25.) et (26.). 

II suit de lu qu'en faisant pour plus de airaplicite 
a' = taog'S W ; to»g' 



od a: 



Ä' = cos 4 -£[i + a "— 2a'.cos(*— 2$;]; 
Ä' = [l+«' rt -2a" cos2<p]. 

En posaot 

(<J»_ e ») 8 ia* w » a 



<?" = ^f l + a"' -2a"co S (*--2<p)]. 

Maintenant si l'on fait 

A' = I-f a /a — 2a' cos(t-<P) } 
A" a 1 H-a / a — 2a"cos<P; 
A"' = 1+a'"* — 2a"'cos<P; 
A ,v = l-f-a ,va — 2a ,,r cos (*• — <P); 
on peut ecrire, en doublant les limites de liotegration, 

R' = cos« £ A'| Ä" = cos« (|- - D A" s 
Alors, la formule (24.) devient equivalente u oelle-ci: 
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27. il = y«i(8illt«> + 0086ü— 1) 

W [2.1 q] 

2.4 a'"* 13 T 3 ' A'J 

. ofc.sio'w /~*«/o>(t + eo8 7>) | i _liL_^L r?^*j_ 4 Ii 1 _2* 
+ ZT/ " A /■ t "2.4.4\a"'» L3.5" i "l5*A'" t " ä 'S 7 ' 



. M.3.A "" T2.4.6 .8 g 6 9» , 1 _£» lj 
^ 2.4.6.4 '.a'"' L35.7" 1 "l5'A / "*"35 ' A" 73 "**" 7 * A 75 ]! 
+ etc. 

ÖX^LT+T'A^] 



+ 7^ Z\ I A" C 2.4.4». a"» L3.5 + 15*A" + Ö 'A^J 

2w-4 \T""37 « | t U.3.A "» [2.4.6 , 8 o' , 6 o' s . 1 g " Ii 

J + 2Äü^:a^ L3Ä7 + 15 ' A" + 35* A 775 + 7 ' A 77 "» J 



[+ etc. 

ou I on a fait pour plu» de »implicite* 

(2-2) 



TOS- Ol y 

? = ST? ¥ m 

COS* — f 08 



2 

Les fonctions (A'")" 1 , (A ir ) m peureot etre deVeloppee« par un nombre 
fini de termes A l'aide de la formule suivante. 



- ^(i-")(^'"V i ) co.3^- etc., 



od aura 



1 (m+iym+2) m(l-m ) / a' \» ( 

A -s (1— Ä*) 1 * / 2 •(T+l)(T+2)\l-a 1 / V 

W \ ■ («+l)(H- 2) (»+3) m(l-m)(2-m) / «« \'( 

j + 2.3 > + i X T+2Xr+3)Vl^; l 



(Voyez pagos 276 et 278 du torae 2. des Exeroices de calcul integral de 
Legendr e.) 

47 • 
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W suit de IA, que la ieconde et la troiaieme se*rie de la formule (27.) 
Boot reducrible» tt des termes de la forme 



7" ■ </ ^> ro s j <p 

B (t+a'-2«co« 

I 

? et n etant des nombre* entiers et positife. 

Euler » demootre, qu'oo a 

tfyeoaiy fto' t-f 1 • « -h 2 . » 3 ■ .. . f-f * — 1 a 

0 (l+o*— 2 a cos?)" (1— a»)-— 1 * i .2. 3....n-t ^ * 

Tf a , **— 1 j w — i — 1 , n — i .n-~2 4 n — i — t-w — i — 2 

~~~ * i 1 *-f"l 1.2 a <+l.<+2 

, h — t . w — 2.n — 3 « n— i— !.«— f — 2 w — i— 3 
1.2.3 ° i+l,<+2.<+3" 

etc. 

Je ne pousse pas plus loin cette analj-se: II suffit d'avoir reMuit 
Tiotegration a des formules reguliere». 

Turio le 24. Octobre 1836. 
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23. 

Sur Tiiitegration des equations 
par des integrales definies. 

(Par R. Loftaffo, Dortenr en scwucea ä L» Hare.) 



lies deux equations pree<Sdentes ont dujA 6t6 traitees dam ce journal ; la 
preroiere par M. Scherk (vol. X. pag. 92), et Ia seconde par Mr. Kum- 
mer (vol. XII. pag. 144). La me*thode d'iotegration eroplojee par chacun 
de ces ge"ome*tres , s'appuye aur le developpement prealable de la valeur 
de y en une serie inGoie qui se transforme enmiite en integrales defioies. 

Je me propose ici de faire voir qu'oo peut parveoir aux meines 
resultats d'une manicre plus directe et plus expeditive saus rechercher d'a- 
vance la flerie infinie qui exprime la valeur de rinte*grale, ni sana etablir 
aucune bypotbese r^lativement u la forme de cette serie. Le procede quo 
je vais sppliquer pourra sans doute s'etendre avec suoces u d'autres equa- 
tions difFerentielles du rnerae genre. 

■ 

L I-.rfgra.io« de Ration ^-x 7 =0. 
Considerons d'abord l'equatioo plus generale 

a deaignant uoe constante arbitraire, et supposons 

y => f#* Pd Py 

oii P exprime une fonction inconnue de la nouvelle variable p; oette in- 
tegrale devant etre prise entre deux limites qu il s'agit de deterroiner. 
Ou tire immediatement de Ia valeur de y 

Substituant daos Ia proposee, il viendra 

f C*P/»' dp—J t?*xPdp = a. 
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L'integration par parties transformera I« second terme eo 

d'ou il suit 

J>*(Pp n dp + dP)-er x P = a. 

Si I on fait disparaitre maintenant ia partie affectee du signe inti^ral, le 
terme «"* P pris entre lea deux limites de lintc*grale aura se reduit a la 
constantc — <*. Or, la premiere coudition fournit immddiatement If'tjua- 
tioo diüerentielle 

~F~ " -t *fi 
laquelle e*tant integree, dounera 



P = Ce » + '. 
La seconde coudition devenant alors 

et"** 1 ** = -a, 
il est facile de voir que cette equation sera satisfaite entre les limites 
;> = 0 et f» = cc, pourvu que la constante C soit egale \\ u. Ou aura 
par consequent 

y = aj % %~"^ rr ,e'"dp. 
Cette valeur de y u'expriinera oependant qu'une integrale particuliere de 



Pour en obtenir une seconde, il suffit de remarquer que puisque la 
quantite* P ne cbauge pas en y ecrivant qp au lieu de p (g dtaot une den 
racinea de 1 equation — 1 = 0), et qu'il en est de meme des deux li- 
mites de l'integrale, cette seconde valeur particuliere aura evidemment 
pour expression ^ 

pa f e * + *.e* px dp. 

Et corome la diffe'rence de ces deux valeur« fournit nlcessairemeut une 
integrale particuliere de l'equation 
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il eo resultera pour oette valeur partiouliere, l'expression 

£11 

a designant une constante quelconque. 

Le8 n — l autres valeurs se formeront eVidemment en employant suo- 
cessivement les n—l autres ra eines q\ f de l'equation f+'—l = 0. 

Dono la valeur complete de lintegrale que nous oherchons, et doot se com« 
pose la sommo des n valeurs particulieres, sera egale A 



Si I on fait 

« + + |-« n -i = 0 

etqaonchange a en — C t , ^ en C t eto., l'expression pre*oedente prendra 
la forme suivante indiquee par Mr. le professeur Jacobi (tomeX. p.279): 



-CS 



Diffe'rentions cette valeur de y, n fois de suite par rapport A on 

trouvera sans peine que le coefßcient differentiel Ä »e roduira, dans l'by- 

pothese de n = 0, A la somme C+C^ + C,.... + d'ou Ton peut 
eonclure que lintegrale complete de l'equation 

d"y 

-jp-xy = a, 

s'exprimera par la tneme valeur de y, pourvu quo les tt-ft constantes 
soient asujettis A la coodition 

C-\- Ci + C 3 + • • • • C = a. 

II. blegrntioa de l'eqontioo ^4.^x7 = 0. 

Faisons d'abord y^Je^P&p; t et P exprimant des fonotions in- 
58 de x et de p, qu'il s'agit de d&erminer, ainsi que les limites de 
l'integrale. Soit encore a * = l'equation A iotegrer deviendra 

1. £Z-cV y = 0. 
Differentiant la valeur de y, on aura 
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Substituaot dann l'equation (1.), ii en resultera 

Preuous maintenaut pour / une fouotioa teile quou alt 

15 = 

dx» ' 

ou bien 

iL . „*, 

fl'ou lou deduira faciletpent, eo ecrivant m au lieu de y + 1, 

c m d£ i_ m d^_t_ i m(m—i) 

1 — m* > dx' I "~ x 9 t/x a# < — x 1 
Ces valeurs changerout l'equation (2.) en 

3. w fi dp — (m—l)f tr*Ppt dp == Ü. 

Or, rintcgratioD par parljes dopne pour la raleur du premier terme de 
cette equation 

m \e-*«(\^p r ) Pt - fe-*"tdP(l-p*)}. 

Par eonsequent 

m ^ (l _ p ' )P t-lfe-r>[(m-l)Pp + md£t±^\dp mm 0. 

Ed egalant a *e>o la parlie »oumise au aiguo integral, od aura pour de"- 
t er ininer ia fooction P, l'equation differentielle 

(m-l)Ppdp + mCl-p*)df>— ImPpdp =0, 
qui so reduit a 

Dono en iotegrant, il viendra 

P mm A(l—p')~^\ 
Quaut aux umites de l'integrale, elles seront donaees par l'equatioo 

r+{\-?)P = 0, 
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qui rovient a «-i 

4. Ae^{\-py m = 0. 

Or, en admcltant que lexposant — 2 ~ exprime 1 un nombre positif, ce qui 
aura lieu lorsque m est >1 ou un nombre negatif quelconque, on voit 
de suite que lequation (1.) sera satisfaite par p=i et p = op. Donc, 
pour toutes les valeurs de m non comprises entre 0 et -f 1 . c'est-a-dire 
pour toutes les valeurs de n non comprises entre —2 et 0 lequation (1.) 
aura pour integrale 

5. y = Af\~*(\ -p 2 )^^ dp = Af \-^ 1 + '(1 -p J )- ( ^V 
II n'est pas difficile d'entrevoir, qu'en donnant ä Tintegrale la forme 

y = f +e p ')Pdp 
la fonction P se delerminera par la nu l me equation differentielle que celle 
obtcnue ci-dessus, mais lequation aux limites deviendra alors 

(«x-e-*)(l-pV = 0, 

ou bien 

Ai^-e^d-p^ = 0; 
equation qui, dans la meine hypotbese relativement au nombre m, don- 
nera pour limites p = 0 et p - 1. On aura ainsi 

6. 9 • Aj^W+e^Ki-ff^dp 

= aJI\£* )(i-p 5 r (j ^V 

Chacune des deux expressions (5.) et (6.) represente seulement 
une integrale parliculiere de lequation (f.). On va voir qu'on peut 
en trouver encore deux autros qui conviennent respeclivement aux deux 
systemes de limites de l'integrale. 

A cet cffet supposons y = je^Pxdp, oü P et t designent en- 
core des fonctions de p et de x. Differentiant deux fois de suite et sub- 
stituant ensuite dans la proposee, on obtiendra sans peine 

- ß~" b» S-/«» = «■ 

dt — 

Si Ton fait de meme ^ = cx 1 , celle derniere equation se reduira ä 

xfe-*(\-p>)£pdp+fe-ixfj, + 2*L)Ppdp = 0, 
CreUe'« Journal d. M. Bd. XVII. Hft.4. 48 
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et en eliminant les coöfficiens diderentiels gjf'jyi v »endra, apres avoir 
multiplie par x, Tequalion 

mfef{\-p')i l Pdp + (mV\)fe"Ptpdp = 0. 

Or celle- ci ayant la tneme forme que celle (3.) traitee ci-dessus, on 
n'aura qu'ä changer dans cette derniere m en — m, ce qui nous donnera 
immediatement 

P = A'{i-p') B ; . 
On aura encore pour l'equation aux limites 

e^{\~p*)P = 0 

qui deviendra actuelfement 

A'e-»(i-p*)>"> = 0, 
et ä laquelle on pourra satisfaire en prenant p = 1 et p — oo, pourvu 

que l'exposant soit positif, c'est-ä-dire que m soit un nombre positif 

quelconque ou un nombre negatif:>l, ce qui revient a supposer m egal ä 
un nombre non compris entre - 1 et 0. On aura ainsi une seconde integrale 
particuliere 

7. y = A'xf'e-'il -p^^dp = A xf m e^\i -pT^dp, 
applicable seulement aux valeurs de » non comprises entre -4 et —2. Et 
si Ton suppose y =J^(e^ + e'^Pdp, on trouvera encore en raisonnant comme 
ci-dessus, 

8. 9 m A'xfjex + e-nii-pr^dp 



En prenant la somme des integrales (5.), (7.), il en resultera la valeur 
complele de Fintegrale cherchee, qui se rapporte au Systeme de limites 
p - 1 et p = oo. La somme des integrales (6.), (8.) en fournira une seconde 
qui se rapporte ä l'autre Systeme de limites, chacune de ces integrales completes 
etant applicable ä toutes les valeurs de n non comprises entre — 4 et 0. 

Changeons maintenant c en abj-i, et remplacons les exponentielles 
iraaginaires par les fonetions circulaires, le seconde des deux sommes prece- 
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23. Lobatto, sur finlegr. des equai. ~J n - X y = 0, j + ab & y = 0 par des integral, def. 369 
dcnles fournira pour integralo complete de lequation 

l'expression 

resultal qui coincide exacteiuent avec celui obtenu par Mr. Kummer. Mais 
on peul lui donner encore une forme plus simple en faisant p = siny et 
j (ab) = am = «(•" + l). On trouvera alors 

7-1 - i 

y = A Jü C0S V " *>» a P*' u * ( P + A'x f'cosip 1 " cosapx m dcp 

pour toules les valeurs de m non compriscs enlre —1 et +1. 

II ne sera pas inutile d'indiquer ici une autre maniere pour parvenir ä 
ttntegrale dont il s'agit. 

En effel ecrivons l'equation (1.) sous la forme 

_£| _ . 

x-dx« - c y 

«t prenons du = x'dx pour differentielle conslante. On aura d'abord 

U ~n + 2 X - m X • 
du du . 
dx du * x » 

«x du d« 

1 <Ty _ (m^J) dy d'y 

x" dx' *■ ' di 5?" . 

Substiluant dans la proposee, celle-ci deviendra 

10. ^ + 5z1I.jLÄ = cV 

du' m u du 5 
Pour inlegrer cette equation, prenons y = fe r-Pdp, d'oü Ton deduira 
successivoment 

uy =fe-^ Pudp^-e-fP+Je" dP, 

tt d [ ?=fe- pu Pp'«dp = - e-'* Pp> + f e -*» rf(/y ). 

48* 



Digitized by Google 



370 23. Lobalto, surtintfgr. des eqnal. . y -xy = 0, ~ y , + abx'y = 0 par des integr. dtf. 

ax oi 



Subsliluant ces valeurs dans l'equation (10.) mise sous la forme 

■(#l-'l)t— = °< 
vdM* -w f m du 

il viendra 

trr P(c l -/»')+ Je-»fy(Pp 2 )- <?4P-(p^)Ppdp\ = 0. 

En egalant ä zero la parlie soumise au signe integral, on aura pour deter- 
miner P l'equation diflerentielle 

tf-c*)dP + ( m + *)Ppdp = 0, 

d'oü I on tire 

dP _ _C* + *\jpdp 

donc, en integranl. 

L'equalion aux limites deviendra, en ayant egard ä la valeur de P, 

il. r»tf-f) = = o 

m 4- 1 

et donnera p = c, p = <x> lorsqae l'exposant -~ sera positif ; il en resultera 
pour une des valeurs particulieres de fintegrule, 

e-^(c 7 -p ? ) K "">dp = Aj e " +1 (c 3 -/» 1 ) ^'rfp. 

En y changeant /> en cp, on retrouvera la valeur (5.) obtenue ci-dessus. 
Remarquons encore que, puisque les limites p - — c, p= + c verifient egalement 
l'equalion (it.), on aura en outre 

y = A f^e** (c 1 -ff^ ) dp = A V*« (1 -p 7 )'^ dp, 

d'oü il est aise de conclure 

y = Af^e^ + e-^ii-ff^dp; 

ce qui s'aecorde parfailement avec l'expression (6.). 

Pour obtenir une autre valeur particuliere, faisons y = xy', In pro- 
posee se cbangera *n 
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23. Lobatto, sur VinUgr. des iquat. + abx " y = Opar des inUgr. def. 371 

En effectuant ici le meme changement de variable independante, on obtiendra 

du* T »4 « du * 

Si Ton compare maintenanl cetle dernierc equalion ä celle (10.) on en conclura 
sur le champ que si y' represente une integrale particuliere de la proposee, 
le produil xy' en fournira une seconde, pourvu qu'on y change m en — m, 
ainsi qae cela est confirme par l'expression (7.'. 

Je tcrroinerai celte note en faisant observer que les valeurs de y 
precedemment trouvees pour les integrales completes des deux equations 

« * * 

conduisent immediatement aux integrales completes des equations differentielles 

partielles 

dx- ~ x </r+' ' d*'- x dC • 

oü y exprime une fonclion des deux variables independantes x, t. En effet 
on trouvera pour la premiere 



e dp[(p(t+px) + v<p l (t + <>px) + ----v n <p t {t+(i n px)'], 



<f, ?>m Vi, •••• designant »+1 fonctions arbitraires, assujetUes seulement ä la 
condition 

et pour la seconde 

_ i r i 

y = J " y {mt + x"' cos <f) sin tp' m d<p-\- x J^y + x'" cos <p) sin(p 7 "d<p, 

m etant egäl ä -s + 1 

Quant a la moniere d'eflectuer cette deduction, eile se rattache ä une 
nouvelle theorie d'integration que j'ai developpee dans un memoire soumis en 
1835 a la premiere classe de l'Institnt royal des Pays-bas, et dont Timpression 
est presque terminee. Les deux equations que nous venons de traiter, ne 
formant qu'un cas parliculier de Pequalion plus generale 

dx» ~ Äar ^ 

Integration de celle-ci, au moyen d'integrales deGnies, pourrait etre proposee 
aux geometres comme un objet de recbercbes utiles aux progres de l'analyse. 
La Hoye, Avril 1837. 
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24. Schöncmann, de radicibus nequal. r>'~ 1 = 0. 



24. 

De functionihus quibusdam, quae ad radices aequa- 
tionuin circuli sectionum, sive aequationis af-1 = 0 
pertinent, rationaliter detcrniinandis. 

(Auct. Tit. Sckönanam Berot) 



J^atis constal, « nurucrum quemvis inlegrum significante, aequalioneni hanc: 
sin2"x = 2"cos2"- | xcos2'"~ 7 a?....cos2;r cosxsinx 

valere, x vero — — posilo. sequitur sin2'x — + sinx es9e, si — — = 
mn±- n sit. (v, m, p numeros positos significantibus) quam aequationem 

ita quoque scribere licet (2"+t)»' = mp- unde fluit, p numero primo po- 
sito. quum m sit numerus quispiam arbitrarius, n non pendere a atque 
secunduoi ill. Gaufs significationem congruentia 2" + 1^0 (mod. p) defi- 

Oft y mm 

niri. Itaque si aequationem 2" = + i+mp ponimus, sequitur haec, sin 

. vn . . . 

— + sin— (»' pari numero posito, in utraque aequatione eadem, v vero impari, 

divcrsa signn sunt substiluenda\ unde ducimus hanc aequationem 

"K— 0' o.-i vn Vn n vn vn 

0n = cos2" cos2 n • . .. .cos2 cos — . 
8" p p p p 

una cum hac +1+»»^ = 2", ut in utraque aequatione eadem signa sub- 

stituenda sint 

E.Y.I. p = 7; 1 + 7 = 2'; . 

i' = l; cos-f neos f neos }t = 

v = 2\ cos? ncosf ncosfn = 
elc. 

IL i = 17; -1+17=2'; 

v = 1 ; cos n cos ,\ tt cos frn cos r V 7i , 

v = 3; cosff ncosff n cos ^ a cos f* T n = ^i, 
etc. 

2* 1 — 1^0 i mod. /;) secundum theorema Fermotianum, unde 
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24. Schönemann, de radicibiis aeqnal. x>— i = 0. 373 

/ ' 

2 ' +1=0 (mod. p) fluit, atque facile probatur, minimum <\ponen- 
tem, qui congruenliae 2" + 1=0 (mod. p) sntisfnciat, aut esse ipsum 

aut hujus numeri factorem. Aequalio a cujus solulione valor cos — pen- 

---X- ) ascendit, et radices: cos , cos -— , cos . • • • 
• P P P 

» — 2 

... cos- ~ -7i continet, quibuscum factores producti supra evoluti, signi 
ratione non habila, congruere, facile perspicitur. Si vero = n.m 

esl, valor producti 2 radicum Dolus, componitur m productis quorum 

scilicet valor numericus ex antecedentibus delerminandus est, et quorum 
quodque n radices aequationis tanquam factores concludit. Quirai aequatio 

± », = cos2" cos2" *--- cos2 — cos— Semper cum bac 

"+l-fwip = 2" conjuncla sil, sequitur cos2"-^ = (— l)"cos-~ esse; itaque 
facillime probari potesl. duo quaedam producta 

nm-7 vn n vn V7t 

cos2" cos2" 7 — cos2 — cos — et 

P P P P 

cos 2—'— cos2- a — •••• cos2 — cos — , 
P P P P 

aut nullum factorem aut omnes communes inter se habere, prout v' con- 
gruenliae v'~2"v (mod. p) (u numerum quemvis integrum indicante) satis- 
faciat nec ne. 

Sequitur vero ex antecedentibus corollarium quoddam arithmeticum. 

Quum enim cos 2""' -~ cos2"" J ^ cos2~^cos^ tanlum a v pendeat, 

prout v par sit aut impar, sequitur quaestionem utrum numerorum 2 n_1 >', 

2" _ V, 2r, numerus par an impar inter limites (4n — et {4n+i)p, 

(w numerum quemvis integrum significanto incidal, tantum a forma 2r aut 
2r+l numeri v pendere, atque secundum ea, quae modo exposita sint, absolvi 

posse. Complexum talium factorum, quorum productum = ~ est, 

periodum appellabimus. 
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374 24. Seh o nein nnn, de radieibus aequat. - 1 = 0. 

cos— cos - = Jcos— +Jcos ^ esl, quo valore in produeto 
noslro Substitute, obtinetur 

±^r~ = ±cos y^cos2 } ~- cos 2"" 

+ 4 cos(1 +2) cos2 J — • • • • cos2- 1 , 

* P P P 

cos(l+2)^co S 2 1 ^ t = Jcos^-Mcosa+2+2')^ 

est, quo valore substiluto, aequatio se offert haec: 

+ (— ty vn n , v« rtl ._. vn 

- \- J = 4 cos — cos2 J — cos2 n 1 -- - 

2" 1 p P p 

+ {cos — cos2 3 — .... cos 2"-' — 

* P P P 

+ |cos(l4-2 + 2 1 )^-cos2 1 y- .... cos 2— 

Jara apparet boc modo Semper illud effectum iri ul habeamus aequa- 
tionem : 

-f(_iy vn o5 vn , vn 

f = icos- — cos2 J — cos2" _l — 

2" 2 p /' p 

vn OJ vn . rt „ , vn 

+ {cos -y cos2 J — cos 2"-' — 

+ icos C os2 4 — .... C0S2- 1 — 

8 p p p 



2— p p p 

+ ^cos— cos2- ' — 

+ ~ cos 2— y- cos (1 + 2 + 2' + 2' • . • . + 2"-*) y- • 

Quura vero 

cos2-'— cos(i + 2 + 2 , + 2 1 ....-|-2"- 1 )— = 4cos — + icos^"" 1 ) — 
Sil, Ultimi 1 er mini in hos transeunt: 
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24. Sehönemann, de radicibus aequat. &- \ = 0. 375 



+ * cos Ii cos2-'— C032- ? -- 
2— > P P P 

i vn vn 

+ 2^ C08 7- C082 "p 

I »« 1 — »n 

+ C0B T + 2^ cos(2 } T ' 

Omnes hi termini praeter ultimum facloribus secundum formaro radicom unius 
periodi compositi sunt, at vero illum quoque ejusdem periodi esse demonstremns, 
ponamus 

1 . 1 + mp = 2", et sequ i t u r COS (2« - 1 ) -~- = (- 1 )% 

2. -l+«ip = 2\ et seqoitar cos(2"-l)-^ = (-1)'cos2 ~. 
Itaqae formula illa unius tanlum periodi radices continentur« 

Ex. I. p=17; v= 1; 

^ = i COS tV 71 COS ,^71 COS T V 71 
+ ^08^1 COSA* 

+ icos 1 V7i + i(-l) , cos 1 V7i; 
v = 2; 

~- = j 008^71003 / 7 7t COS }4 71 

-f ^ cos ff n cos ff 71 

+ 4 COS ff 7» -I- (- 1 )' COS t \ 71. 

II. f> = 31; v= 1; 

= £ COS 71 COS ¥ \ 71 C08,* r 7I CÖSITZ 

+ l co9 ,' T 7i cos , 8 r n cos | f n 

+ ^ COS g^j- 71 COS 71 

+ tVcosA* + (-1) 1 tV- 
v = 2; 

^ = i COS 71 COS ,* r 71 COS]? 71 COS 1^71 

+ j COS ^ 71 COS 4f 71 COS l\ 71 
+ ^COS j^j- 71 COS 71 

+ tVcos,» t 7i + (-1)\V 

Similes aeqoaliones pro ceteris periodis v m 3 et >' = 5 oblioebimos , quarum 
si una data fueril ceterae multiplicatione prodeant. 

Grelle'! Jonrn»! d. M. Bd. XVII. Hft. 4. 49 
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376 24. Schönemann, de radicibus aequaL xP-i = 0. 

Si sopr8 in formula pro cos — substituimus cos 2" ^-(— 1)' et per 2 
mulliplicamus, aequatio prodit haec 

±1 = 2"-cos2^ C os2 J -^-.-.cos2-+ l -^.cos2--^- 
P P p P 

+ 2-' cos 2 1 ™ cos 2* — • • • • cos 2- 1 — cos 2« ™ 
P P P P 

+ 2- 1 cos 2« cos 2 S 21 • • . • cos 2"» — cos 2" 2^- 
P P P P 

+ 2 , cos2"- , —cos2- 1 — cos2- — 
P P P 

+2 J cos2- 1 2!Lcos2"-^L 
P P 

^'t^'— +[Vcos2 — = 2cos2" M — 1 
p L p p J 

Si ultimum terminum in altero aequationis latere coliocamus et per 

sin2" +1 — = 2sin2" — cos2" — = 2*sin2— — COS2- 1 — cos2"— = ... 
P P P P P P 

.... = 2"- , 8in2 , — cos 2* 22 cos 2*— ••••cos2"— dividimus, obtinenius hanc 
P P P P 

aequationem: 

\ aia2-^L / gin2 .- 8in2 .- 8in2 <™' \ in2 .-' 
\ P / p p p p 

Quae formula facilias boc modo derivari polest: 

coa2* coa* 1 cos2'x . . CO— , 1 t i 

-8in2i- = --8inV + 25 e8l; ~ "SSW , * ,,ur = ~ ISST + rin2^ + ÜZvZ el 



Cosa? II 1 
x = 2-y-, »' = »—1 posito, evadit formula supra data, quam vero in 



redigi 

1) l+mp = 2"; 0 = i— + L ^ — + 

.in2'22 Bin2 .ü Bin2 ,l!L 8in2-+^ 
P P P P 

2) -l+mp = 2"; 

2co«ang-= 11 



ain2* 81U2 1 sm2» sm2"+ l 

P P p p 
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24. Schönemann, de radicibus aequot. xp~\ = 0. 377 

Nota. Haec formala evadit quoque e generaliori; 

sin («! gi 4- Qj 4 — » -f g,_i 4- a,) 

■111(0» 4- o, -f 01 H 1- o— 1 + «. + w) 

rino i . niaa-i 

8inw8in(a, + u) 8in(a, + «)8iD(a,4-or 3 -f *>) 

, wnoi 

^ Bin (o, +«, + •) »in (a, + a 2 + «, + «) * * " 

, aino. \ 

§jn(o, + o, + a,H J- o,-! -f «*) iE (o, + a 2 + o, -\ \- a, 4- «)/ 1 

si (o = x; a, = x,* a, = 2x; o, = 2 , x; .... «. = 2"" J x ponimus. 

§. 3. 

Si in aeqnalione =± = cos 2-^- cos 2'-^- ...cos2- — pro aliquo 
factore x substituimus , facillime probalur, sequentem 2x l -l, primnm vero 



ab ultimo, quia cos 2 — = COS2-+ 1 — est, eandem esse functionem rationalem. 

P P 

Aequatio pro cos2^- radices continet ^^~:cos2~, cos (2* + 2) 
cos (2*4-4)-^, cos(2v + p-l)y, qnas in periodos dispertimnr. Si 

vero aequationem pro cos 2-^- in P ~J factores resolutem, qnorum quisque 

n factores nnios periodi contineat, ponimus, in antecedenlibus jam coefßcientem 
! ermini x" = ±(- J)" eruimus, unde alia quoque coefficientium functio determinari 
potest. Sint radices^- secundnm periodos ordinatae 

a ti °ji «Ji ßi, ßr-, ß»% ßni «IC. 



0,0,0,. ...o.= +^ r -, ß%ßißi-.>ß.**± etc. 

Unde, his quantilatibus in potestalem secundam elevatis, prodeant 

tiones: 

olo,'oj....oi=-^; ###....# = -^-. 

Quum vero c„ = 2o^,-l sit, sequitur 1 = o^_ M qnibus valoribus 
substitutis, evadunt aequationes: 

etc. 

49* 
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H78 24. Sckönemann, de radicibut aequal. txf—i =0. 

Si coefficienlea singulorum - faclorum per . t .1 .1 ^4.. 

B l BjB J ....B u etc. designainus, ul ^, sit coefHciens potestatis je" -1 , .4, potestatis 
x"~ J etc., ^» = ±(— i)% habemus ex illa evolutione aequationes 

i-A l + A i -A....(-t)'A m = ^, 

i-B l + B 1 -B i ....(-trB u = -1, 
elc. 

Ex. Aequatio pro cosjV 1 esl 

Ponamus banc in hos factores resolutam esse 

{x*+A l x , + A 1 x- , + A 1 x~M(x* + B l x> + B i x 7 + B i x-h), 
quorum alter radices: cos^n, cosjV*, cos r 8 r n, cos ff 77, alter radices cob,^*», 
cosH n > cosH*i coiffn, contineat, el prodeunt aequatiooes 

l-ß. + Äa-ft-A = TV» 

unde facillime colligilur, hos coefficieotes tantum ab aequatione secundi gradua 
pendere. 

§ 4. 

Quoniam in producto nostro qaivis faclor anlecedentis eadem est fuaclio 
rationalis, obtinebimus pro cos2 v (u quemvis numerum integrum significante) 

aequalionem cos2"^- = x posito: 

+ -1 = r(2*>-i)(2(«»-l)'-1) etc., 

si vero in hoc producto j( a + -^) pro x substituimus , transit aequalio 
in hanc 

unde sequitur 

± 1 = -l r ,(« , + 1 )(«"+l)(« ,, + l)--(« , "+l)- 
et 

Jam habemus 

m*-\ «'*-! «'*-!, a'"* 1 - \ g'^'-t 
— * ' «''-l ' o'*-4 " «"-1 ™ «'-1 
= („'+l)(a'' + l)(«*+l). ...(«* + !), 
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379 



qua formula nolum Ihcorcraa de compositione nutnerorum polestatibus 
numcri 2. conlinetur (L. Euler, Einleitung in die Analyst* de* Unendlichen, 
ubertetst ton MicheUen, §. 328. Cap. 16 J. Quo valore in nostra aequaliooe 
substiluto prodil 



Haec sufficiant ad demonstrandum quam facile et directe ad theoremata 
de relationibus radicum p ,ara " unitalum. linearumque trigonometricarum q " 
peripberiae parlis isla via ducamur. 

Reductione aequalionum circuli in p partes sectionum ad puras, ducimur 
ad proprielates quasdam radicum unilalis satis memorabiles quae illico ex 
evolulione: 



prosiliunt, quando pro a radicem aequalionis x> — \ = 0, et praoterea con- 
gruenliam Jr" = ±l (mod. p) ponimus. Exponenda vero est significatio tri— 
gonometrica hujus formulae. 




quam aequationem in bos factores resolvere possumus 

(« 1 " +, ±1H-« , "" 1 ±1) = 0. 




§. 5. 





|-(« — — )(«* ~'+ a"' _J -|- + ! -| — • + o J_ '*' + o l_ "'). 
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380 24. Schönemann, de radicibu* aequai. a? — i = 0. 

Hinc seqnitur 

sinnx = sinx(2cos(» -l)i-f 2cos(»-3)x — -+2cosx), 
sinn'x = sinx(2co8(>i'--l)x+2cos(«'-3)x-"-+2cos2x+l). 
Aequo modo obtinemus aequationem 

cosn'x = 

cosx(2cos(h'-1)x-2cos(»'-3)x" ..+(-l)-5^cos2x+(-i)-^— )• 

Ja di habemas ex bis trla aeqoationum systemata: 

sin n m x = 

sin n"- l x (2 cos (« - 1 ) »—'x + 2 cos (« - 3) »— "x +••••+ 2 cos n—'x) , 

sin n m ~ l x = 

sin n m 2 x (2 cos (n - 1 ) »— '*+ 2 cos («• - 3) n m ~*x + ••••+ 2 cosiT-'x)', 



sin»x = sinx(2cos(n— l)x+2cos(n — 3)x«—+2cosx), 
unde seqoilur 

siniTx = sinx(2cos(s— i;x+2cos(»— 3)x+..-.+2cosx) 

X (2cos(n — l)nx-f 2cos (» — 3)jix+'-- + 2cosnx) 



X (2 cos (» - 1 ) n m ~ 7 x + 2 cos (« - 3) +..•• + 2 cos »— *x) 
X (2 cos (» - 1 ) »— 'x + 2 cos 0» - 3) »""'x + - • • + 2 cos«— \r). 
Eodem modo obiinemns bas formulas 

cos n'"x = cos x (2 cos (»' - 1 ) x - 2 cos (*' - 3) x + • • - (- 1 ) ^^-) 
X (2cos(»'- l)i»'x-2coB(n'-3)»'x+....+(-l) 

x(2co9(»'-l)fi' M -'x-2co9(ii'-3)ii'"- , x+....+(-l)^=i) 

x(2«)s(i l , -l)«'"- 1 x-2cos(»*-3) w ^+--"+(-l)-^), 

sins'-x = sinx(2cos(»'-1)x+2co8(ii'-3)x + .... + l) 

X(2cos(»'-1)»'x+2cos(«'-3)«'x+..-. + l) 



X (2 cos (»' - 1 ) »""'x + 2 cos (n' - 3) aT*m +•■••+ 1 ) 
X (2cos(»'-l)»'*- , x + 2cos(»* - 3)»'"- x+ -. + 1), 
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24. Schönemann, de radicibvs aequat-x^ — i = 0. 381 

x = ^-\ n = ±l+kp posito, sequitur 

sin»»^- = ± (_l)<em^-, 

cos»""-— = (— 1)*cos -• 

p p 

Uode valorem productorum in dexlra aequaliooum parte per s\nx aut cosx 

divisorum = +1 oblinemus. 

Ex. /> = 13; » = 3; v=i; 

(2eo8A»+l)C8coiÄ»+l)(+2co5H»+1) = *i 
(2cos 1 » ir 7i-l)(2co8A7i-l) (2cos{|a-l) = 1; 
n = 5; v = 1 ; 

(2008^+2 cos t», n+ l)(2cosftfn+2cos|$n+l) = 1, 
(2008^^-2003^71+ l)(2cosf$n-2cosH*+l) = !• 
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25. 

Additamentum ad commentationem : Serie« novae, 
quarum ope integralia elliptica primae et secundae 
speciei coniputantur simul ea, quorum moduli sunt 
conjugati, in huius diarii volumine XVI . 

(Auetore Dr. Chr. Gudermann, prof. math. Monas!. Guestpb.) 



In commenlalione XXIV- huius diarii (volura. XVI.) integralia 

r 7 _ f et TP - f ö( f 

in series redegimus binas 

i^t-^ = tangi V + * •^tang i l<p+i T tang"iy+,^- F lang» * y + • • . . 
■ » • 

+ iVf tang"4 v + .... 

9 Ii« 

in qnihus coefficientes ^ w (V etc. pluribus modis independenter ex arca 6 
computari possant adiumenlo formularam, quas brevitatis caasa in epistola hac 
supprimimns. 

Pari modo inveniri series, quibas integralia 

V d <p y'(\ - sin 7 B . sin 7 <p) et V = J[ d <p »'(1 - cos 7 9 . sin 7 <p) , 

exprimantur, iam in commentatione antea dicla monuimus. Postea vero 
perspeximus rem notalu dignissimam, et seriet hat ita parari po**e, ut 

coefficiente» singvlomm terminorum rint eadem quantitate* & 6 öö etc. m 
»eriebvM antecedentibut occurentet, quod, cum magis recondittim sit, nunc in 
lucem proferam. Introducendo quantilatem t = lang|y, integralia iterum 
in 



Vs= J öTiy el J» (Hh^ 

• • » « 

Pönaler +2cos26\< 7 +0 = 1 + ^-/'+ -£•<*+ y •<"+ 
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errt 

a = -(2r-3)cos2ö. r a-(r-3)(r-l). r ö' 
cuias adiamcnto inveniuntur formulae sequentcs: 

a = cos 20, 
a - sin 2 20, 

a = -3sin'2Ö.cos20, , 

a = 3sin } 2 0 (5cos J 20-l), 

a = 3sin , 20(-35cos J 2Ö + cos2Ä», 

a = 3 sin' 20 (3t5cos 4 20-84cos , 20 + 15), 
etc. etc. 

Series 1 + j.- 2 * '<"+•••• factore ^-y.- v multiplicata integranda 

est. Sil integrale 

facillime invenies relationem simpliceiti 

r e+» = (2^1x2« + 1) ' T+T " T <->» 
undc deducuntur valores sequentes 



1 <* 



T J J Vir 

1 ~ 3.5 ' 1 1.3 ' 1 + 1* " 

r i f_ J_ _L*_ J '* T 

l *~ b.7'\+? 3.5 * 1+«' "•"i.s " l+t> " 

T _ j t _j; i f j i» T 

"~ 7.9 " 1 -hl* 5.7 ' i -H' * + 3.5 'T+7 1 .3 " i + 
etc. etc. 

insuper est 

Si formulis his utimur, obtinemus 

Crelle's Journal d. M. Bd. XVII. Oft. 4. 50 
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' +^0 -f + 3.f-5.- +7. «-9. •+-.».) 

s * 1 * • 

+ ».5C,' + 0 + 9.f-ll.f + -..) 

+w(''r , W-» : !+-•-) 

etc. 

DifTerentiando seriem 

ii». 
,(l+2cos20.^-M 4 ) - i+iL.i» + |..|»+^.f+.... 1 

nanciscimar 

1{\ + 2cos20.l'+ < 4 ) ••■••X*. |. X* 2*^ N ' 

quare ponendo t = ) f — 1 invcnimus sericrum summas 

1 > « • • 

rt . „ . a . a a , a a 
2sm0 = 1- T + 2 r ""3 r+ T'""y + " 

* > « > 
-2sin0 = 2a-2f + 2|r-2.|,+2.^-+.- 

unde patet esse 

• 114» 

, 0 = 2sinÖ-2sinö=l + ^--3-^ + 5.|r-7.|r + 9.| r - + . 
Si igilur ponimus brevilatis causa 

A = 1 + 

A = l+ä-3^, 

> a 

A = l + «_3.|- + 5.|r, 
A = l+i-S-f +54- , ' : 4x9-f , 



etc. etc. 
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2t 

non neghgenles, esse sint/> = t ^ ft , oritur senes simplicior 

2. v - * 9 (t+^.e-£s.?+£ f .f-&.e+-. : :.), 

cuius singula membra alio nunc exprimanlur modo, ut computo quantitam 



■ « i • 



a, a, a, a etc. non amplius opus sit. Quem in finem fingaraus functionem 
evolvondam 



sive 



quia 



G 



1 — I 1 



/(l-2coa2Ö.<' + 0 



■ 



1 /(l-cos2(9.^ + < 4 ) = 1-f •*M-£-« l -f •<"+ et 

= 4 • TT'/ + ^T'» +o qt'« — i 



yXl-cos20. <* + <') 1 ' 2 1 3 

addendo invenimus Seriem 



i 

4 



G = rti-t£W r - <+ f ''-3- "•'•+5. ° .f-T .«,<■+-.. 

Quia vero 

factore 1-t* 4 mulliplicata series est 

comparatis cum prioro praebet valores simplices 

a & _ q A _ ^ _ 1 . . (- • _ & _ £ _ i 4 _ 4 t » 

» i i i 

quibus in formulis (1.) subslilutis prodeunt formulae Iransformatae por- 
simplices 

A=l + r ; A = p + 2T; A^^ + jt; A = g,- + 4 - T ; 



A = tt + zr, etc., 



50 < 
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quare habemus seriera 

Permutando 0 et £-0 abit K in V , et funcliones 0, 0, 0, 0, etc. 
nonnisi signa mutant, quare demum addendo et subtrahendo prodeunt series 

—2— - s,ny^l+-^3 $.5 + ^ ' sT 4' TT - 

| ta D g"^_ ,\ 
^4' 9.11 ^ /' 

K-f P' . /0 tang'iv 0 tang 4 ^ ^ tang'Jy tan g'jy 
2 ™ M|, HT*. 1.3 "f" 3.5 + 3 ' 5.7 3'' 7.9 

0 tang'°| v \ 

+f' hmi — +"•7' 

Quadrantes bini elliptici, sive integralia definita 

n n 

E =f ; ' v < f )(1 - sin J 0. shr <p) et £' =^ *' t< (f } \1 - cos ! 0. sin» 
igitur exprimunlur seriebus 

E + E' ö i & 1 ^ _ 1 _ 1 

8 = 71 2*3.5.7 4'*7.9.H 6*11.13.15 8*15.17.19 

£-E' 0 1,01.0 1 , © 1 . & 1 



< » * A -J ü "f" Q' " R. •» Ct "t* fc • ' O 14 IM V' " 4Q 4S. 4 9 O» " 4 T Ul Ol 



8 ~ 1 1.3.5 r 3' 5.7.9' 5 9.11.13 7 13.15.17 r 9' 17.19.21 
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Eine Eigenschaft des Kreises. ' 

(Von Hrn. Dr. E. F. August, Gymnasialdirector ?.u Berlin.) 

4 0 . 

Eine bemerkenswerte Eigenschaft des Kreises, von der ich nichl weifs, ob 
sie anderswo schon bekannt gemacht ist, fand ich vor Karzern bei Auflösung 
einiger geometrischen Probleme und theile sie hier deshalb mit. weil sie durch 
sehr einfache geometrische Schlüsse abgeleitet werden kunn. Diese Ableitung 
selbst behalte ich einer späteren Mitteilung vor. 

Man kann gerade Linien, die von einem Puncte ausgehen, Strahlen 
und einen Inbegriff mehrerer solcher Linien ein Slrahlensyslem nennen. Liegen 
alle Linien in derselben Ebene, so kann das Strablensyslem ein ebenes, und 
wenn alle durin vorkommenden Winkel zweier auf einander folgender Strahlen 
gleich sind, ein regelmäfsiges genannt und durch die Strahlen bestimmt 
werden. Ist diese Anzahl der Strahlen eine gerade oder ungerade Zahl: so 
kann dem entsprechend das Strablensyslem ein geradzahliges oder ungerad- 
zahliges heifsen. und man kann es ein doppeltungeradzahliges nennen, 
wenn die Anzahl der Strahlen durch Verdoppelung einec. ungeraden Zahl 
entsteht. 

Dieser Erklärung gemäfs werden die unbestimmt verlängerten grofsen 
Halbmesser eines regulären Polygons ebene regclmäfsige Strnhlensysteme 
bilden, und namentlich sind die Halbmesser des regulären Zehnecks ein Bei- 
spiel eines ebenen, regelmäfsigen doppeltungerndzabligen Strahlensystems. 

Nach dieser Vorbemerkung läfst sich der in Rede stehende Satz so 
angeben. 

Wenn man innerhalb eines Kreises einen beliebigen Punct zum Mittel- 
punete eines ebenen regelmäfsigen doppelt-ungeradzahligen Strahlensystems 
tcdhll und die Strahlen als durch die Peripherie begrenzt ansieht: so ist die 
Summe des ersten, drillen, fünften etc. d. i. aller ungerade gezählten Strahlen 
so grofs wie die Summen des ztreilen, rierten, sechsten etc. d. i. aller gerade 
gezahlten Strahlen. Dabei ist es gleichgültig, tcelchen Strahl man als 
den ersten betrachtet und welche ursprungliche Richtung derselbe er- 
halten hat. 
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Der Salz kann auch so gefafst werden: 

Die Summe der Halbirungslinien sämmllicher Winkel eines ungerad- 
zahligen ebenen Sirahlensystems innerhalb eines Kreises ist so grofs wie die 
Summe der ursprünglichen Strahlen. • 

Der Satz bleibt auch im Wesentlichen richtig, wenn der Miltelpunct 
des Sirahlensystems in der Peripherie oder nufserhalb des Kreises ange- 
nommen wird; nur mufs im letzteren Falle die Peripherie von der Hälfte 
der Strahlen getroffen werden. Aufserdem ist der algebraische Gegensalz zu 
berücksichtigen. 

Zieht man z. B. von einem beliebigen Puncte in der Peripherie eines 
Kreises drei Sehnen, deren millelste mit jeder äufseren einen Winkel von 
60 Graden bildet, so ist, diesem Satze gemafs, die mittelste Sehne so grofs, 
wie die beiden äufsersten zusammengenommen. 
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27. 

Aufgaben und Lehrsätze, 

erstere aufzulösen, letztere zu beweisen. 
(Von Hrn. Dr. Chr. Gudermann, Prof. der Matbeui. zu Münster.) 



Lehrsätze. I. Es stelle ACBD (Fig. 14.) eine sphärische Curve 
vor, in welcher alle über der Sehne AB = 2b construirte Peripherie- 
Winkel AMB, AFB etc. gleich grofs sind; jeder sei = 2c: dann ist, wenn die 

Sehne Mm die Sehne AB rechtwinkelig schneidet, Winkel AMm + MmB = ^ 

und BMm+MmA = ~ , also AMB+ AmB — n. Wird AB von CD recht- 
winkelig in E halbirt, so ist CD ein Durchmesser der Curve. Seine Milte 0 
möge der Mittelpuncl der Curve (der Circulare) heffsen. Ist das Dreieck ABF 
an B rechtwinkelig, und setzen wir AF= 2 k, BF — g, die Applicate PM = y, 
Pm = y', EP^x, so ist 

./ cos2x — cos2A . 

s,n y- C0 ^1^2i^oH2Ä - tan *^ 



und 



, , . co»2x— cob2A 
-s.nj, -}■ cos i/ y^-__ = tangjj, 



AF 

die Gleichung der Curve. Ferner ist OA = OB — = h. Setzt man 
noch OE = e und OC = OD = a, so gelten die einfachen Formeln: 
cose== ^oT6 , sma = ^oi6' tangA = "coVe ' »ang * = sinui + e)sm(a-e), 
lange = lang a. cos 2 c, lan ?{?= ^J-) sine, cosa = tang*. cot2 c. 

Macht man Ep = EP = x und construirt das rechtwinkelige Dreieck pLP, 
dessen Hypolhenuse pL = AF =2. (JA sei, setzt die Kathete PLcu und ferner 
den Winkel PLp — <f, so ist, in Anwendung der Länge-Function 

also 

fy = ?0-Sy' und 8cu = ?y + 
Stellt Jf0 die sphärische Normale der Curve für den Punct ;W vor, 
so ist immer Winkel PMq = y. Hiernach läfst sich leicht eine Normale und 
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Tangente durch einen beliebigen Puncf ziehen. Die Normalen der Puucle M 
und m machen mit der Sehne Mm ein gleichschenkeliges Dreieck; dasselbe 
gilt also von den ßerükruugslinien. Die Abscissen der äufsersten Puncle // 
und A, in welchen die Curve von den Applicaten GH und gh berührt wird, 
sind EG = Eg = OA=h. 

Wird der KrQinmungshalbine9scr für den Punct M mit r bezeichnet, 

8 o ist t-yr- 2 _Z^^X'^y ' VVird die F,äche ECMP mh F 
bezeichnet, so ist 

- tangy (cot j g - siny) (»in y - tang \ g) . gy 



C0t2r./ 



><• l(siny -f cotZ» cotr) (siny +■ tangft tangr) (siuy — tangt cote) *iay - cot b tajige) ] 

und für den Bogen CM gilt die Formel 

j /' -cos'y.öjf 

8in2ry /[(»iny f cot6cotc)(8iny+tamjMangcX8iny— tangftcotc)(siny-cot6tangc)] ' 

Welche sind die Integrale selbst? 

In Fig. 15. mag wieder AB<C l t 7i und die Grundsehnc der Circulare 
ACBO sein, U und w seien die beiden sphärischen Mittelpuncte derselben, 0 
ihr Miltelpunct. Man construiro zwei sphärische Kegelschnitte; die Halbaxen 
des einen GC'gD' seien EG = Eg = OA = A und EC = ED' = OC = OD = a; 
die Halbaxen des andern seien EG t — Eg i = ln—h={n — OA und EC X = 
ED X = ±n-e= \ n-OE. 

Schneidet nun ein Haupikreis Um die Circulare in '/ und m, den ersten 
Kegelschnitt in M' und m , den zweiten Kegelschnitt aber in M t und m, und 
ist u die Hälfte" der Sehne Mm der Circulare, so ist immer 

P u = MM' = ffim' = UM, = «rn,. 

Die Circulare ist eine sphärische Linie rfrr eierten Ordnung, und das 
so eben ausgesprochene Gesetz, welchem gcmäfs man mittelst zweier conslanter 
Kegelschnitte zu jedor Abscissc EP x die Puncle M und m der Circulare 
oder die Applicaten PM = y und Pirnas«' geometrisch finden kann, ist un- 
streitig die merkwürdigste Eigenschaft dieser sphärischen Curve, deren Analogon 
in der Planimetrie bekanntlich der Kreis ist. 

Welche Eigenschaften hat die reeiproko Curve, und welche ist ihre 
Gleichung? 

II. Das einfachste Gesetz der geodätischen Linien scheint bisher 
übersehen worden zu sein. Ist APB ein sphäroidisches Dreieck, sind 
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PA und PB Meridianbogen, deren Eodpuncte A und B durch die geodätische 
Linie AB verbunden sind: so verhalten sich die Krümmungen der Linie AB 
in den Puncten A und B gerade so au einander, u>ie die Krümmungen der 
Meridiane PA und PB in denselben Puncten. 

Ist also / die wahre Breite des nördlichsten (oder auch südlichsten) 
Punctes der gehörig verlängerten geodätischen Linie, g die reducirte Breite 
desselben Punctes, l die Länge eines Gradbogens der geodätischen Linie in 
einem Puncto A x und l' die Länge des Gradbogens des Meridians, dessen 
Mitte derselbe Punct A ist, so ist 

' \ 81110/ 

Münster, im Juni 1837. 
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Druckfehler- Verzeichnift. 
Druckfehler im vorigen Bande. 



- 245 - 

- 245 - 



Pag. 222 1h,. 9 fcp./.^-^-p^- loco f'^^y}_ Vs ^ 

- 223 — 20 leg. s — — z, loco z = — s, 

- 224 — 8 /<#. 2/y = Via+bx+cx^ + ^a-bx+cx') 

/oco 2y = /(a-^-bz+cs^f^a-bt+cz*) 

- 238 — ult. leg. ut per cam /oco ut 
6 leg. tractari loco tractar 

- 245 — 21 fco. differentiatis /oco differentialis 

- 246 - 14 fej?. /, loco l, 

- 250 - is i* pa-}^\) loco * t e = -]/(£{-) 

- 250 - ult. > , 

- 251 - 12 ! Ug - foco ' 

- 251 - 13 et 16 leg. — , - , -— , /oco 1, 1, -— , 

o a, a, a a ' a 1 

- 251 - 18 fco. 0, — , -i-, (oco 0, — , - — , 

», *, * * 

- 251 — 19» . i 1 1 , 11 1 

- 252 - 2« 1 * ~7' "a/ toc ° "T* TP 

- 253 - 7 leg. P,J* /oco P t P 

- 254 — 2 leg. fit /oco Bit 

- 262 - 4 fa». »l(*«-r /*•+*>:)- (*'-lV>] 

/oco ■d«-AV+l>:)-(* , -AV)l 

- 263 - 18 leg. ^' loco 

- 265 — 3 leg. Quaecunque loco Quecunque 

- 271 — 10 fco. 14. y /oco 14. 

- 276 - 4 fco. 1 /oco 11 

- 277 — penult leg. (i+W loco (l+A^s) 

- 278 - 13 et 16 leg. flTjft"?. dl ' oco 

- 279 — 15 Ug. abeuns toco abeunt 
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Pag. 281 lin. antepenult leg. 2(k—kft) loco 3(k-Xfi) 

— 281 - penultj locQ /- (l-lyjd* , 

- ultima» U9 ' V(Az,) ) loco +/ ' 

— 283 - penult /eo. ■■ ^'" c '»^f < r5!&) fc«, (l-c'y.Xl-c'y,) 

— 284 — 2 /eo. 48 = loco '48. 

— 286 — 24 leg. Q t , c. i, u. loco Q t , c ». 

— 289 — 3 in secunda formula leg. v, u: loco /', m\ 

— 290 — 3 leg. S loco 6 

— 291 — 16 leg. memorabilis loco memorabiles 

— 292 - penult leg. ± [/* loco ± f' 

— 297 — 4 leg. »mtp = ttaug'qp loco sin <jp = ttang? 

— 297 — 12 leg. fit loco sit 

— 298 — antepenult leg. m, — c,/, /oco (m, — c,0 

— 299 - 5 fcj.mHf,!, /oco K +!,!,) 

— - — 6 /eo. m'.'-K/', /oco m"+c',f, 

— - - 8 leg. 2/(1»,/,^) /oco 2/(m, /, c) 

— — - 9 fco. 2/(111,1, f.) loco 2tf(m, l, f) 

— — — 10 /eo. m^-fc,/, /oco m*+c,/ 

12 /eo. (l+mJK -KU loco (l + m)(m; + t, l,) 

- leg. ml + r.1, loco mj+f.l 

— — — 14 leg. «,-1-1,1, loco m^t^l 

— 300 - 5 leg. /(f'-l")/; fc-co /(f_r)l* 

— 301 - 20 *ft>T *" ft>4 

— 302 — antepenult leg. hlc /oco his 

— 304 — 9 leg. l„ l\ loco l, l\ 

— 305 - antepenult leg. ^(i-w) /«» 
3 *» C ; = (^^)(3dHU), /oco 

c ! = ( »,-*,_<, ^ f «,+u >> _ . »+u _ «V », 
*; ~ v c+/m A c -£if ; ~ c»-^« 1 U+iw ~ v c "+ä"; 



- 310 



- 310 - 



2^( C A) 

7 /,o.c: = XW !?-J^V 

r», m, 
18 /eo. formulae ducunt: loco formulae 
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Pag. 310 lin. 19 leg. ° loco 



1+- 1+"' 
c c 

— 314 - 10 3° loco 3° 

— 315 — antepenult. leg. diminuere loco deminnere 

— 316 - 4 kg. /oco 

11 loco + 

— 317 - 11 /eo. (2.) /oco (10 

— 319 - 18 leg. 2' (*",'-<?•,') loco 2\F;~Q,) 

28 leg. [p\-p'(l-C)}m'; loco ( p '-p'(l-c)]m\' 

— 320 — 6 leg. formulae mox cum loco formulae cum 

Ml ,. , nn'n"s' , nn'n"s" 

— 321 — penult. leg. - p ,rr loco 

0 ü 

— — - — leg. (JIJcoaV+ÄJain»^ loco JZjcoaV 

— 329 — 5 leg. indicea I /oco indicea (I) 
antepenult) p ^ f 

— — — ultima > 

— 330 — 7 leg. tranaformationia loco transformationes 

„ i-Cl-^ainV, , l-(l-<ainV, 

— — — 15 /eo. -p ). t— ,\ . , , , loco - . — , - > -.- » 7- 

«(») «)(•) 

— 331 - 27 fco. /oco ^- 

— — — 28 /eo. cum hia commutantur /oco in has abeunt 

— 332 — antepenult. leg. P-QamV loco P,—Q, ain'qp 

— 334 — 12 /co. *°, » ,0 foco 

~ 335 Z u) l0 ** - l0 * M 1000 logÄ " ]ogA 

— 336 - 



— 151 , . ,a" . .3» ,o" ,/9" 

_ 16 J leg. ain^am^ et ccV 2 coa'^- 



— 336 — antepenult. leg. t m loco 

— 337 — 27 leg. = loco - 

— 338 — 23 leg. /*" loco l oM 

— 340 — 181 



'T T et coe T co8 T 



30 ( 

31 1 
32] 



leg. 0,0000000, loco 0,0, 
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